与えられた単位分数の和で表せる数について ： 数学理科甲子園の問題から by 安納  秀佳
平成26年度 学 位 論 文
与えられた単位分数の和で表せる数について
一数学理科甲子園の問題から一
兵 庫 教 育 大 学 大 学 院
教育内容・方法開発専攻
Ⅳl 1  3  1  3 5 C
学 校 教 育 研 究 科
認識形成 系教 育 コース
安 納  秀  佳
目 次
第1章
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
第2章
2.1
2.2
2.3
2.4
第 3章
3.1
3.2
3.3
3.4
第4章
4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
■obeniusの問題
和が1未満となる最大の組み合わせ
Frobenius数の存在
形式的幕級数
形式的幕級数の逆元
形式的幕級数とFrobeniusの問題
4
4
7
10
14
16
18
18
27
29
34
44
44
47
49
53
58
58
64
68
72
76
77
77
80
85
複素関数
解析関数
多項式
有理関数
有理関数の部分分数分解
幕級数と形式的幕級数
幕級数
Tay10rの定理 .
L'H6pltalの定理
幕級数と形式的幕級数の対応
Popoviciuの定理
彙α,b}(2)について
晨α,b,c}(η)について
Popoviciuの定理
問題 1.1.1の考察
Popoviciuの定理の応用
4.5.l α=2の場合
4.5.2 α=3の場合
4.5.3 α=4の場合
4.6 計算例
はじめに
兵庫県で,平成18年から行われている数学理科甲子園という取 り組み
がある。その中で,平成23年に出題された問題に次のようなものがある.
問題 :分数 :,き,:,:,:,:,き3 発を表す板 (同一半径の円板を2～10等分
したおうぎ形の板)がそれぞれ2,3,4,5,6,7,8,9,10枚ある。これらを組み
合わせて,和が1より小さく,できるだけ1に近い分数の組み合わせ (つ
まり円板の一部が欠けたおうぎ形で,なるべく大きなものを作る組み合わ
せ)を見つけなさい。
,,5,…・,loのいくつかで足し合わせたとき,その和の分母は必ず2,….,10
の最小公倍数,つまり,23.32.5・7=2520にとれるから,もしもら,き,…・,
希のうちのいくつかの和で 景易 を作ることが出来るならば,それが求め
る最大となる。そして,実際に
1   2   2519+百+5=2520
となることから,この組み合わせが最大を与えている。
ところで,このように最大値 僕器 の値をとる和の組み合わせを見つける
ことが出来たのは,偶然だろうか。上記の問題を,次のような問題に発展
させて考える。つまり,与えられた自然数 αl,.…,αdに対して,その最小公
倍数をν とするとき,
十 整
αd
となるような非負整数χl,.…,χdが存在するかどうか,また,存在するな
らばそのようなzl,.…,χdを具体的に求めるアルゴリズムを考えるという
ことを,本論文の主題とする。
このように,本論文の主題は難解なものではなく,特に具体的にαl,…,αd
が与えられれば,問題自体は初学者にも理解できるような素朴な整数論の
問題である.
上の問題に類似したものとして,Frobeniusの硬貨交換問題というもの
がある。これは,額面αl,α2,一。,αd円の硬貨のみが存在するとき,これら
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3の硬貨を組み合わせて支払うことが出来ない最高額を考察する問題であ
る。その最高額をαl).…,αdのRobenius数という.例えば,仮に5円と7
円の硬貨しか存在しないとすれば,11円や23円となる組み合わせは存在
しない。しかし,24円以上の額面となる組み合わせは常に存在し,5,7の
Frobenius数は23となる.
このFrobёniusの問題を考察する方法として,形式的幕級数がある。実
際,指定された自然数の組αl,.…,αdに対して,その和で自然数ηを表す
方法の場合の数は,ある形式的幕級数の係数を求める問題に帰着できる。
さらに,形式的幕級数を複素関数と結び付けることにより,Frobeniusの硬
貨交換問題の考察に現れる形式的幕級数の計算は,ある有理関数の部分分
数分解の計算に帰着できる。それにより,指定された自然数の組αl,.…,αd
に対して,その和で自然数ηを表す方法の場合の数を,明示的な閉じた式
で表すことができる。例えば,互いに素な自然数α,bに対して,自然数ηを
αとbの有限和で表す場合の数は,
?
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?? +:Σ♂ぞ1= ―Cた。) :Σ計_′=1
b-1
十万 一C′α)ん=1
となることが分かる。ただし,c=cos等+づSin等ヽO=COS等十t Sin等
である.ここで,実数zに対して,″を超えない最大の整数を [π」と表す
ことにすれば,この記号を用いて上記の式を簡単にすることが出来る.そ
れがPopoviciuの定理と呼ばれるもので,それによれば,互いに素な自然
数α,わに対して,α♂≡1(mOd b),ろが≡1(mOd α)となる自然数″,びを
とるとき,自然数ηをいくつかのαとらの和で表現する場合の数は
と表される.
こうした結果を踏まえて,冒頭で述べた主題となる問題に話を戻す。本
論文では,αl,.…,αaがどの2つも互いに素であると仮定する。すると,
αl,α2,一・,αdの最小公倍数はαl×α2×…・×αdとなる。このとき,
1生 +聖+…+
αl   α2 αl×α2×…・ × αa
の非負整数解
"1,χ
2,…・,″dの存在の有無をα=2,3,4の場合について考
察する.
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本章では,まず本論文のテーマとなる問題を提起する。それは,与えら
れたいくつかの単位分数の和で,1未満のなるべく大きな数をつくるとい
う問題である。この問題に関連するものとして,Frobeniusの硬貨交換間
題がある。これらの問題を扱うための道具として形式的幕級数を定義し,
Frobeniusの問題を形式的幕級数の問題に書き換えていく.
1.1 和が1未満となる最大の組み合わせ
兵庫県では平成18年から兵庫県教育委員会により,数学 。理科甲子園
という取り組みが行われている.この取り組みは,高校生が数学,理科,科
学技術等の知識,技能を用いて日常生活と関連づけながら科学的に問題を
解決するとともに,論理的に説明することによるプレゼンテーションを行
い,互いに切磋琢磨することで科学技術等に対する興味・関心,意欲・能
力を高めることを目的としている。その数学・理科甲子園の問題において,
平成23年に次のような問題が取り上げられた。
分数 :,き,:,:,:,:,き発を表す板 (同一半径の円板を2～10等分した
おうぎ形の板)がそれぞれ2,3,4,5,6,7,8,9,10枚ある。これらを組み合
わせて,和が 1より小さく,できるだけ 1に近い分数の組み合わせ (つ
まり円板の一部が欠けたおうぎ形で,なるべく大きなものを作る組み合わ
せ)を見つけなさい。
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第1章 Frobeniusの問題
例えば,きの板を1枚,:の板を1枚,:の板を2枚組み合わせると
2=器=0%器…
となる。つまりこの問題は
を満たし,かつ左辺が最大となる非負整数α,b,….,Jを求める問題と言え
る.ここで,,き,1,:は:,),き,3,島のいずれかの正整数倍だから,
:+;+:+:+希<1
となるc,∫,g,ん,りを考えれば十分である。
一方,6,7,8,9,10の最小公倍数は2520だから,
:+;+:+:+岳=器器
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1)
となる非負整数の組 (α,ら,C,α,C)が存在すればそれが最大となることがわ
かる。実際にはc=1,∫=2,ク=1,ん=2,を=2とすれば
1   2   1   2   2   2519
5+7+百+5+面=2520
となるので,上述の問題の解が得られる。しかしここで新たな疑間が生じ
る。この(1.1)式の解が存在したのは偶然なのか必然なのか,また解があ
るとするならその解を求めるアルゴリズムはないのだろうか。つまり次
のような問題を考えたい.
問題 1。1。1自然数αl,α2,一。,αdの最小公倍数をν とする。このとき
ν -1
となる非負整数πl,″2,…・,χdが存在するか。また,存在の判定法及び解を
見つけるアルゴリズムは存在するのか.
本論文の目的はこの問題 1.1.1に対して部分的な解決を与えることであ
る.具体的には,αl,α2,…・,αdがどの2つについても互いに素であるとし
て,α=2,3,4の場合を考察する.
ν
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ところで (1.1)式の両辺に2520をかけると,
504e+420∫+360g+315ん+280」=2519 (1・動
となる。つまり(1.1)式は,(1.2)式を満たす非負整数の組 (θ,∫,g,ん,づ)が
存在するかを考える問題になる。(1.2)式のような正整数係数の一次方程
式の非負整数解に関する問題として■obeniusの硬貨交換問題がある.
Frobeniusの硬貨交換問題とは,正整数αl,α2,…・,αdに対して額面がαl円,
α2円,….,αd円の硬貨のみが存在するとき,これらを用いて支払えない最
高額はいくらかを考察する問題である.1
Frobeniusの硬貨交換問題を数学的に述べるために,基本的な事柄も含
めて用語を確認する.以下,自然数とは正の整数のこととし,自然数の集
合をNと表す。また,非負整数の集合をNOと表す.
定義 1.■.2α,ろを整数とする.bがαの倍数であるとは,b=αιとなる整数
ιが存在することである。
整数bが整数αl,α2,…。,αdの倍数であるとき,bをαl,α2,―・,αdの公倍
数という。αl,α2,…・,αdの正の公倍数のうち,最小の公倍数をαl,α2,…,αd
の最小公倍数といい,lcm(αl,2,…・,αa)と表す.
定義 1。1.3α,bを整数とする。bがαを割り切るとは,α=bたとなる整数た
が存在することである。このとき、bをαの約数という。特に全ての整数
は0を割り切る.以下,たがαlを割り切ることをたlαlと表す.
整数たが整数αl,α2,…・,αdすべてを割り切るとき,たをαl,α2,…。,αdの
公約数という.αl,α2,…・,αdの公約数のうち,最大の公約数をαl,α2,…・,αd
の最大公約数といい,gcd(αl,α2,…・,αa)と表す。
定義 1。1.4自然数の集合A={αl,α2,一・,αd}およびη∈Nに対し,ηが
■で表現可能であるとは,
η=mlαl+m2α+…・+mdαa
となる非負整数ml,m2,・…,鶴dが存在することである.
定義 1。1.5 gcd(αl,・…,αd)=1である自然数αl,.…,αdに対して,αl,.…,αd
で表現可能でない最大の自然数をαl,.…,αdのFrobenius数という。
lα=2に対する Fl・obeniusの硬貨交換問題の結果は定理 4.4.5に示しているが,α≧3
におけるFrobeniusの硬貨交換問題はα=2の場合と比べて各段に難しく,広く未解決
である
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つまりFrobeniusの硬貨交換問題とは与えられた自然数の集合 {αl,… ,αa}
に対するFrobenius数を求める問題である。しかしFrobenius数の存在は
明らかではないので,次節でFrobenius数が存在することを示す.
1.2 ■obenius数の存在
gCd(αl,α2,・…,αa)=1のとき{αl,α2,・…,αd)のFrobenius数が存在す
ることは,次の命題を示せば十分である.
命題 1.2.l gcd(αl,α2,一・,αd)=1である自然数の集合 ス=(αl,….,αd)
に対し,ある _A/」∈Nが存在してν 以上の自然数はすべてAで表現可能
である.
命題 1.2.1を証明するために,以下の準備をする.
補題 1.2.2 gcd(P,9)=1である自然数P,9に対し,0,9,29,…。,(p-1)gを
ρで割った余りは全て異なる.
証明 0≦ι<鶴<νかつι9≡鶴9(mOd P)となる自然数 ι,mが存在す
ると仮定すると,(m―:)9はPで割 りきれる.P,9は互いに素であるので
(m―:)はPで割 りきれるがこれは仮定 (π一ι)<pに矛盾.ゆえに補題
1.2.2は成立.                        □
補題 1.2.3 gcd(p,9)=1である自然数P,9に対し,あるν cNが存在し
てν 以上の任意の自然数はP,9で表現可能である.
証明 0,9,29,…. (p-1)9はP, で表現可能であり,かつそれぞれがp9未
満である.また補題 1.2.2よりρで割った余 りがそれぞれ異なる.よって
P9以上の任意の自然数ηに対し,η≡Ⅳ (mod p)かつⅣ<p9を満たし
P,9で表現可能な自然数Ⅳが存在する。(実際0,9,29,_:,(p-1)9のうちp
で割った余りがηをpで割った余りと等しいものをArに選べばよい.)ゆ
えにη=Ⅳ+pS(SCヽと表せるのでηはP,9で表現可能である.つま
り,p9以上の任意の自然数はP,9で表現可能である.       □
系 1.2.4 gcd(P,9)=αである自然数P,9に対し,あるν cNが存在して ,
Aイ以上のαの倍数は2,9で表現可能である。
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証明 gcα(P,9)=dよりp=グ,9=αグとおくとP′,グは自然数で,
gCd(p′,ゲ)=1となる.よって補題 1.2.3からある自然数 ν′が存在し
て,ν′以上の任意の自然数はp′,グで表現可能である.ここでαν
′=ν
とおき,M以上かつdの倍数である自然数ηをη=αsと表す (s∈N)・こ
のときη≧ν よりごs≧αν′である。αは自然数だからs≧ハイ
′である。ゆ
えにsはノ,|′で表現可能となるので,s=ノα+g′b(α,b∈No)と表せる。
したがってごs=ф′α+α9′b=pα+9bである。よってαの倍数でν 以上
の自然数はP,9で表現可能である。               □
補題 1.2.5自然数鶴,ηに対してm,ηの公倍数は鶴,ηの最小公倍数の倍
数である.
証明 Ⅳをm,ηの最小公倍数とし,Mをm,ηの公倍数とする。ここでν
が正としても一般性を失わない.νがⅣの倍数でないと仮定すると,自然
数Tと0<υ<Ⅳなる自然数υを用いてν =_7vT+υとおける.ν)Ⅳ
はπ,ηの倍数なので,υ=ν一ⅣTよりυはm,ηの公倍数である。こ
こで0<び<ⅣよりⅣの最小性に矛盾.ゆえに補題 1.2.5は成立. □
補題 1.2.6自然数αl,α2,…・,αdよに対してたl gCd(αl,2,…・,αd)であるこ
とは,たがαl,α2,…・,αdの全てを割り切るための必要十分条件である.
証明 gcd(αl,2,…・,αd)=mとおく・
(十分性の証明)た1鶴と仮定して鶴=たc(c∈Nとおく・gcd(αl,・…,αa)=
mより,任意の を(1≦づ≦ α)に対 して α,=πbj(b二∈ ヽ となるから
αj=たcbJである。よってたlαjが成 り立つ .
(必要性の証明)任意のを(1≦を≦ α)に対 して たlαぅと仮定する。こ
のとき,gcd(αl,2,・…,αa)=ηよりmlαこである.よって αをはたとmの
公倍数であるから,補題 1.2.5よりQはlcm(た,m)の倍数である。つまり
lCm(た,m)はαl,α2,・…,αdの公約数である。ここで,lcm(た,m)はmの倍
数だからlcm(た,鶴)≧ηであるが,lcm(た,m)>mとすると鶴 の最大性
に矛盾.したがつて lcm(た,m)=mよりたlmである.       □
補題 1.2.7自然数 αl,α2,・…,αa,αa+1に対し,
gCd(gCd(αl,α2,一・,αd),αd+1)=gCd(αl,α2,一・,αぁαd+1)
が成 り立つ .
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証明 たを自然数とする。このとき,補題1.2.6よりたlgcd(αl,α2・…,αイ),たlαa+1
であることはたlαl,一,たlαd,たlαd+1であることの必要十分条件である。し
たがって補題 1.2.7は成 り立つ.                □
命題 1。2.8 gcd(αl,α2,一・,αた)=αである自然数 αl,α2,…・,αた(た≧2)に
対し,あるハイcNが存在して,αの倍数でν 以上の自然数はαl,α2,・…,αた
で表現可能である.
証明 2以上の自然数たに対する数学的帰納法で証明する。
(1)た=2のとき
系 1.2.4より成立.
(2)た=s(Sは2以上の自然数)のとき命題 1.2.8が成り立つと仮定する.
た=s+1のとき
gCd(αl,α2,・…,αs)=α,gCd(αl,α2,・,αs,αδ+1)=α
′
とおくと補題 1.2.7より♂=gcd(α,αs+1)である.よって系1.2.4より,
M′cNが存在して,M′以上の d′の倍数はαとαs+1で表現可能 (1.3)
である。また,帰納法の仮定から
A/f∈Nが存在してハイ以上のαの倍数はαl,α2,…"αSで表現可能 (1.4)
である.ここでν″=ν′十dνとおき,ν″以上の♂の倍数はαl,α2,…・,αs+1
で表現可能であることを示す。実際,ν″以上のα
′の倍数をη″とすると,
η″―αν ≧ ν″―αν =ν′である。またdもη″も♂の倍数だから
η″一α』イは♂の倍数である。よって (1・3)より,非負整数 ∬,νを用いて
げ′―αν =″α+ναs+1と表せる.つまり
η″=(M+″)α+ναs+1        (1・5)
である.さらにα∈N,″≧0よりα(1イ+π)≧Лイだから(1.4)より非負整
数■1,"2,・…,χsを用いて
(ハイ+Z)α=χlαl+"2α+…・+″sαs
となる.したがつて (1.5)式,(1.6)式より
(1.0
η′=∬lαl+χ2α2+…・+χsαs+ναs+1
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となるので,A/f″以上の♂の倍数η″は{αl,α2,・…,αぉ,α,+1}で表現可能で
ある.すなわちた=s+1の場合も成り立つ.
(1),(2)より,たが2以上の自然数のとき命題は成り立つ.
□
命題 1.2.8において,α=1とすれば命題 1.2.1が成 り立つ.よって,
■obenius数の存在が証明された。
■obeniusの硬貨交換問題において硬貨の種類が多いとき,与えられた
硬貨の種類 αl,α2,一,αdに対して,Frobenius数を求めることや,与えら
れた自然数Ⅳを表現する方法が何通りか,つまりⅣ=鶴lαl+…・+πdαd
となる(ml,…・,nd)の組 数を求めることは非常に難解であることが知
られている。しかし,硬貨が2種類または3種類の場合,与えられた数 Ⅳ
を表現する方法の数は明示的な閉じた式で求めることができる.特に2種
類の場合に関しては,Popoviciuの定理によって非常に簡単に求めるこ
とができる.こういった硬貨の種類が2種類,3種類の場合については4章
以降で考察する.
本論文ではこれらFrobeniusの硬貨交換問題の結果を応用し,先に挙げた
問題1.1.1について考えたい。そのためにまず,この章の後半ではFrobenius
の硬貨交換問題を形式的幕級数の問題として書き換える。
1。3 形式的幕級数
Cを複素数の集合とする.
定義 1.3。1以下zを不定元とする.数列 (%)胆0(αづ∈C)に対して
Fレ)=ΣQノ=αo+αlz+α2Z2+…
づ=0
という形式的な式を考える。(1.7)式を不定元zの形式的幕級数という。こ
の時点で形式的幕級数とは数列の単なる表記法の一つにすぎず,級数や極
限ではないことをことわっておく.そのため,zに具体的な数を代入する
ことは当面考えないこととする.
以下,形式的幕級数と関数を区別するために,不定元zの形式的幕級数
を F(z),G(Z),〃(Z),一・,また ,zを変 数 と す る 関 数 を ∫(z),g(Z),ん(Z),…
というようにそれぞれ大文字,小文字で表記することにする.
(1.つ
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全ての形式的幕級数の集合を
と表す.2つの形式的幕級数
Fレ)=ΣQノ,α→=Σ♭`
Z.t=0              を=0
についてこれらが等しい,つまりF(z)=θ(Z)であるとは,任意のを∈閻
についてαt=bJが成り立つことである。
定義 1。3.2 CIレ]]の元どうしの加法,乗法を次のように定める。まず,
F(Z),G(Z)をC[レ]]の元 と し 。 F(Z)=Σ鷹 。α:Zを'C(Z)=Σ胆 Obぅ
Z。 と
おく.
このときF(z),C(Z)に対して,
1.F(Z)とθ(Z)の和を
FO)+GO)=Σ儘+bめZ多
を=0
2.数列{pπ}凝0をPれ=Σ肛0%bれ一。としてF(z)とσ(Z)の積を
Fレ)θレ)=Σ■Z
t=0
と定める。
こ の と き ,F(Z)+θ(Z)=θ(Z)+F(Z),F(Z)θ(Z)=σ(Z)F(Z)が成 り 立
つことは明らかであろう.
多項式 P(z)=αo+αlZ+―・+αηZれは,(η+1)次以上の項の係数を0
と考えることにより,形式的幕級数 C[レ]]の元と考えることができる。そ
して2つの多項式について,それらを多項式として和,積をとったものと,
それらを形式的幕級数として和,積をとったものは一致する。このように
形式的幕級数同士の演算は,多項式同士の演算の拡張と言える.
定理 1。3.3F(z),θ(Z),∬(Z)をzの形式的幕級数とするとき,次が成 り
立つ .
?
?
?
‥
?
?????
?
?
?
?????‥―、
〓??
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1.
F(Z)+(G(Z)+∬))=(F(Z)+G(Z))十〃(Z) (1・8)
2.
F(z)(G(Z)∬(Z))=(F(Z)θ( )∬(Z)     (1・9)
証 明 F(z)=Σ経 O αjZt,θ(Z)=Σ延Obノ,〃(z)=Σ鷹 。CtZJとお く・
1.
Цa+じレ)+〃lzl)=ΣQノ+Σ偽+のノ
:=O      t=0
=ΣE幌十bを+のメ
t=0
=Σは+bDノ+ΣQノ
j=0            '=0
=(F(Z)+θ(Z))+ff(Z)
?
、
‐
?
?
??
?
?
?
?
??
??
?
?
?
?
?
‥
?
?
?
?
?
?
?
?
‥
‐
‐
?
、
?
、
‐
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
〓
????
??‐????
?
?
?
?
?
?
??
ここでΣl=Obんらん=pπとおくと
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?????????????????????????????????????????
??????
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次に(1.9)式の右辺を変形する。
?
、
‐
?
?
??
?
?
?
?
?
‐
?
?
?
、
‐
?
?
?
、
‐
?
?
??
??
?
??
?
?
?
?
?
、
?
?
??
?
?
?
?
?
?
〓
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
〓?
?
?
?
?
?
?
?
???
?
?
??〈???
??????????????????????
????????
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
???????
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
???
?」
?
?
?．
?
を0と表す。このとき
F(Z)+0=0+F(z)=F(Z)
が成 り立つ .
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2.Σ凝。(―C)ンを
一F(Z)
と表す。このとき
F(Z)+(―F Z))=0
が成 り立つ .
3.F(z),G(Z),∬(Z)CC[[Z]]とする。このとき
F(Z)(G(Z)+〃(Z))=F(Z)θ(Z)+F(Z)〃(Z)
(F(Z)+θ(Z))∬(Z)=F(Z)Jf(Z)+θ(Z)rf(Z)
が成 り立つ.
4.α。=1かつαO以外の係数の項が全て0になる形式的幕級を1と表
す。このとき
F(Z)・1=1・F(z)=F(Z)
が成 り立つ.
ここでは詳細は述べないが,命題13.4はCIレllが“環"となることを
示 している。
1.4 形式的幕級数の逆元
多項式同士の積では次数が増加することはあつても,減少することはな
ぃ。しかし,形式的幕級数では減少する場合がある.例えば,
(1-Zα)(1+Zα+Z2α+.…)=1 (1・1の
が成り立つ.実際,(1.10)式は以下のように積の各次数の係数を計算する
ことで確かめられる。
(1-Zα)(1+Zα+Z2α+.…)=1+(1-1)Zα+(1-1)Z2α+.…
=1
定 義 1。4。lF(z)∈CllZ]]に対 して,F(Z)θ(Z)=1とな る σ(z)∈CIレl]を
F(z)の逆元といい
F(Z)~1
と表す。ただし,CI[ヨ]の全ての元に対して逆元があるわけではない.
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定義 1.4.1より(1.10)式は次のように表される。
(1-Zα)~1=1+Zα+・…       (1.11)
補題 1.4.2F(z)=Σ鷹。αじZを C Clレ]とする。このとき,F(Z)が逆元を
もつための必要十分条件はα。≠0である。
証明 (必要性の証明)F(z)G(Z)=1を満たすσ(z)=Σ鷹0仇´ ∈CIレl]
が存在すると仮定すると,
F(Z)G(Z)=αobo+(αobl+αlbO)Z+(αob2+αlbl+α2bO)Z2+.…
=1
よってαob。=1よりαO≠0である.
(十分性の証明)α。≠0と仮定する.G(z)=Σ延。btZtがF(z)θ(Z)=1
を満たすための b。の条件は
αOb。=1          (1.12)
αObl―十αlbO―_0
αOb2~+αlbl―■α2bO~~0
αobん+αlbた_1+…・=0       (1・13)
である。ここで (1・13)式において,bたの係数はα。であり,それ以外のG(z)
の係数は b。,bl,.…,bた1が現れる.よって (1・12)式から順に
bO=上,bl  αlb0
α0        0o
と,全ての式を満たすようにbん(た=0,1,…)を定めることができる.□
系 1。4.3F(z)∈CIレ]]に対し,F(z)1が存在すればただ1つ.
証 明  F(z)θ(Z)=F(Z)∬(Z)=1とな る θ(z)=Σ鷹 Ob,Zを,〃(Z)=
15
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Σ程。QZづが存在すると仮定すると,
αob。__αOQ
αObl―■αlbO__αOcl―+αl C0
16
(1・10
(1.15)
αObん+αlbた_1+.…=αOCん+αlCた_1+・…
である.補題 1.4.2よりαO≠0であるから,(1.14)式においてbO=c。が
成り立つ。次に b。=c。を(1.15)式に代入すると,同様にしてbl=clが成
り立つ.したがって(1.14)式から順にbO=cO,bl=Cl,.…を代入していく
と,仇=Cづ(づ ∈No)となる.よってθ(z)=〃(Z)である。      □
1。5 形式的幕級数と■obeniusの問題
定義 1.5。1自然数の集合ス=(αl,α2,…・,αd}とη∈NOに対し,
L(2):=#{(鶴1,m2,・…,鶴d)∈NOdl鶴αl+m2α+…・+πdαd=η}
と定める。つまりF資(η)とは,ηが/1で表現可能でないとき0であり,ηがス
で表現可能なときその表現の場合の数,つまり
mlαl+m2α+…・+mdαd=η
を満たす (ml,m2,…・,ma)の組 総数である.
命題 1.5。2自然数の集合ス=(αl,α2,…,αa)に対して,次が成 り立つ.
Σれし)Zn=けzQ)1←―Zの)1-←―ZQ)1
れ=0
証明 1≦た≦dの各自然数たに対して
い一Zり~1=Σ月ウ
ニ=1
とおくと,
(1-Z°1)~1(1-Zα
2)~1._(1-Zαa)~1
(1・10
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?ρ∫:)Z'1
??
﹇
??
?
??
?
?
?
〓 武甍P
??
?
―
‐
‐
?
?
?
?
?
?
,'aCNo
+をd=0
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を得る。ここで (1・11)式より
(1-Zαん)~1=1+Zαた z2αた+.…     (1・17)
である.よってρ∫°は
孤た)={: |:l::|:[:》はない)
である。したがつて
Σ 武甍P一月P
'1,'2,―
,taCNo
'1+ +'d=2 d
=#{ILめ,…り∈NodttP=lo=1,a…っの,Σれ=η}
λ=1
d
=#{(づ1,j2,一・,づd)∈NOdlづた=αλmた(∃鶴た∈NOユ=1,2,….,α),Σをた=η}
た=1
=#{い1,m2,一。,鶴d)∈NOalmlαl+m2α+…・十mdαd=2)
=み(2)
□となる.
L(η)を求める問題は形式的幕級数として,(1-Zα
l)~1.…(1-Zαa)~1
の係数を求める問題になった.この(1.16)式から′2(η)をηによって明示
的に示す式を求めたい。そのためには形式的幕級数として扱っているだけ
では不十分で,このΣ准。ね (η)Zれを“解析関数 "として捉える必要があ
る.そこで,次章で解析関数について考察することにする.
18
第2章 複素関数
素菖豪軍塚:姦碁膏理留[ζlこ£翼抒]1:ま[R、よrft倉言理畠褒
を扱い,P/1(η)の値を求めるための準備として,任意の有理関数が特異部
と定数の和に部分分数分解できることを示す。
2.1 解析関数
まず,CからCへの写像∫(複素関数)について考える.なお,ここでは
v⊆1ををと書くこととする.z=χ+をν∈Cについて∫(Z)は
∫(z)=R£(∫(z))+jlm(∫(Z))
というように実部と虚部に分けて考えることができる.このとき,Re(∫z)),Im(∫(Z))
はともにzの関数,つまり,zの実部πと虚部νによって定まるから,Re(∫z)),Im(∫(Z))
をそれぞれ鶴(π,ν),υ(χ,υ)として,
∫(″+り)=υ(",ν)+υ(",ν)j
と書くことができる.このように複素関数は2つの2変数関数と考えるこ
ともできる.
以下,zは複素数の値をとる変数として用いる。
定義 2.1.1∫をCからCへの写像とし,α∈Cとする。ただし,∫はC
全体で定義されている必要はなく,z=αの近く(z=αを中心とする
ある円板上)のz=α以外の点で定義されていていればよい。このとき,
∫(Z)がZ=αで極限値AcCをもつとは,任意の正数cに対し,ある正数
δが存在して,
z≠αのときlz―αl<δならば |∫(z)―ス|<C
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を満たすことである。このとき,極限値スを
lim/(Z)
と表す。
定義 2.1.2∫をCからCへの写像とする:ただし,ノはC全体で定義さ
れている必要はなく,あるR>0についてlzl>Rの範囲で定義されてい
ればよい。このとき,∫(Z)がZ=∞で極限値スcCをもつとは,任意の
正数6に対し,ある正数Dが存在して,
lzl>Dのとき|∫(Z)―ス|<(
を満たすことである.このとき,極限値スを
hm∫(Z)
z―,00
と表す.
定理 2.1.3ノ,クをCからCへの写像とし,α∈Cとする.∫(z),θ(Z)の
z=αにおける極限値が存在するとき,極限値の演算について次が成り立
つ (αは∞ でもよい).
1.limz→α(∫(Z)+g(Z))が収束して
limz→α(.′(Z)+θ(Z))=hmz→α∫(Z)+limz→αg(z)が成り立つ.
2.limz→α(∫(Z)g(Z))が収束して
limz→α(∫(z)g(Z))=limz→α∫(Z)limz→αθ(Z)が成り立つ.
3.hmz→α∫レ)≠0のとき,hmz→α器が収束して
hmz→α;需=器究詈8が成り立つ。
証明は省く.詳しくはPlを参照.
定義2.1.4∫をCからCへの写像とし,α∈Cとする.∫(z)がZ=αで
連続であるとは,∫(Z)が
lim∫(Z)=∫(α)z→α
を満たすことである.
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定理 2.1.5∫をCからCへの写像とし,z=″+νり,(■,ν ∈叫 α=
α+bj(α,b∈R)とする。∫(″+づν)=鶴(π,υ)+υ(π,ν)づがZ=αで連続で
あるための必要十分条件は,υ(χ,ν),υ(・,ν)がともに (α,b)で連続である
ことである。
証明は省く.詳しくはp]を参照.
定義2.1.6∫をCからCへの写像とし,α∈Cとする.
∫がz=αで微分係数αを持つとは,
α=lim」(Z)~∫(α)
Z→α Z― α
となることである.このときαを
点のま日ま勇o
と表す.
定義 2。1.7αcCとする。αの近くで定義された複素関数∫(z)がZ=αで
解析的であるとは,∫(Z)のz=αにおける微分係数が存在することであ
る.また,χ⊂Cに対してχ上で定義された複素関数∫(z)がχ上の解
析関数であるとは,∫(Z)が任意のα∈χで微分係数をもつことである.
定義 2.1.8C上の複素関数∫が解析的のとき,各zに∫のzでの微分係
数を対応させる関数を
∫′(z)または
と表し,∫の微分または導関数という。
∫″(z)または
と表し,∫の第二次導関数という。一
数を
∫(π)(Z)または (携)π
∫(Z)
と表し,∫の第η次導関数という。特にηが2以上の導関数を高階導関数
という。さらにη=0のときは
∫(°)(Z)=∫(Z)
?????
?
?
?
?
?
?
?
〕?
?
??
?、
?
とする.
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補題 2.1。9χ⊂Cとし,∫をχからCへの写像とする。このとき,∫がα∈
χで解析的ならば∫はα∈Xで連続である.
証明
lim∫(Z)一∫(α)=α
Z→α   Z―α
とおくと(αは複素数),
魁げ②―∫0)=魁牛をメレーの
=lim∫(Z)一∫(α】lim(z_α)
Z→α  Z―α  Z→α
=α・0
=0
となる.よってlimz→α∫(z)=∫(α)より,∫(z)はZ=αで連続である.□
定理 2.■。10χ⊂Cとし,∫,クをχからCへの写像とする。∫,gがどちら
もχ上の解析関数であるとき,次が成り立つ.
1.∫(z)土g(z)は解析的である.
2.∫(z)g(Z)は解析的である.
3.g(z)≠0のとき,あは解析的である.
証明 α∈Xとする。
1.
=(Ψ +T)
魁(1今嚢響+壁笑挙2)=兜Ψ +兜禦
=∫′(α)+g′(α)
なス理
∫(Z)+g(Z)のz=αでの微分係数は存在し,任意のz∈χに
(∫(Z)+θ(Z))′=∫
′
(Z)十ク
′
(Z)
が成り立つ.(∫(Z)―ク(Z))′についても同様 .
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?
?
∫0ズの一∫090=ДagO―∫oズの+∫0ズの一∫Og0
Z一α                Z~α=(Ψ嗣+禦バ→
である。ここで,補題 2.19より
魁∈等努⊇gO+θ°~ズの∫lal)
=魁Ψ ttgO+魁髪
=響
兜∫lal
=∫′(α)ク(α)十g′(α)∫(α)
よつて.f(Z)g(Z)のz=αでの微分係数は存在し,任意のz∈χにつ
いて
(∫(Z)ク(Z))′=∫
′
(Z)g(Z)+∫(Z)ク
′
(Z)
が成り立つ.
z―α  (Z―α)θ(Z)g(a)
,(Z)一θ(a)
ク(aズα)
である。ここで,定理 2.1.3(3)より
_θレ)一,(a) limz→α―訃
魁π能ァ=hmz→αgOglal
一g′(α)
(g(α))2
よってデ万のz=αでの微分係数は存在し,ク(z)=0となるzを除
く任意のz∈χ について
(あ)′=″
□が成 り立つ。
あ―満 gし)一クレ)
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系 2.1。1l χ ⊂Cとし,∫,gをχからCへの写像とする.∫,クがどちらも
χ上の解析関数であるとき,次が成 り立つ。
1・ 湯(∫(Z)土g(z))=∫′(Z)土g′(z)
2.湯(∫(″)ク(Z))=∫′(Z)g(Z)+∫(Z)g′(Z)
3.務満=覇券欽∫(Z)≠0の範囲で成り立つ.)
ところで,複素関数ノ("+り)=Z(χ,ν)+υ(χ,ν)をという表示について
考えると,定理2.1.5から,包(χ,ν),υ(χ,ν)がそれぞれ連続ならばノ(π十づν)
も連続であった。しかしながらυ(χ,ν),υ(π,ν)が%,νで微分可能であって
も,必ずしも∫(″+づν)が解析的であるとは限らない.υ(χ,ν),υ(",ν)が
χ,りのそれぞれについて微分可能であるが,ノ(″+をν)が解析的でない例を
以下に示す。
例 2.1.12複素関数 ∫(χ+jν)=Z(χ,ν)+υ(″,ν)をに対してし(π,ν)=
"2,υ(%,ν)=ν
2とする。このとき,υ(χ,ν),υ(",ν)は",ν
について微分可
能であるが,∫(″+をν)はα≠bなるα=α+bりにおいて解析的でない.
実際にこれを確かめるために,ん=π+νj,α=α+bjとおく。∫のz=α
での微分係数を考える.
∫(α+ん)一∫(α) (2.1)
α+ん―α
αα+→2+●十の2の_02+b句
″+νを
(2αχ+"2)+(2bν tt ν2)j
"十ν
Z
_((2αχ+χ
2)十
(2bν+ν2)づ)(χ―νを)~    (″
+νづ)("一νJ)
_(2α"2+π
3+2bν2+ν3)+(2b″ν+"ν2_2α″ν一″2ν)を~              
∬2+ν2
上式 を用 いて,(π,ν)を(0,0)に近づ ける方法 として次 の 2つを考 えると
χ=0,ν→ 0のとき
∫(α+0+υづ)一∫(α)=:咄
Ψ
=2b‐??? ●・動
(α+0+νj)一α
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ν=0,χ→ 0のとき
鳳畿ポギ鏃穿
生=鳳墜宇旦 =2α O.助
となる。ここで定義2.1.2と定義2.1.7より,∫(χ+jν)がZ=αで解析的で
あるならば,lχ+νJIが十分0に近いとき(2.1)式は1つの値に近づかなけ
ればならない。しかし(2.2),(2.3)は,α≠bのとき(2.1)式が1つの値に
定まらないことを示している。つまリノ(%+jν)の"+り=α+bjにお
ける微分係数は存在しないことになる.したがつて複素関数∫("十jν)は,
α≠bとなるα=α tt bjにおいて解析的でない。
このように,複素関数は微分係数について考えると,2つの2変数実関
数とは本質的な違いがでてくる.解析関数は,実部と虚部が微分可能なだ
けでなくそれ以上の性質を有しているのである.
定理 2。1。13η回微分可能な複素関数1ノ(z),g(Z)に対して,次が成り立つ。
ただし0≦た≦ηとなるた,η∈NOに対して (1)は2項係数で
(l)=満
である.
証明 数学的帰納法で証明する。
(1)η=1のとき
よってη=1のとき,命題は成 り立つ .
(2)η=鶴のとき命題が成り立つと仮定する.(π∈ヽ
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1系3.2.2で後述するように,1回微分可能な複素関数は何回でも微分可能である。
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定理 2.1.14πを2以上の自然数とし,■(Z),ん(Z)・…,/鳥(Z)をη回微分
可能な複素関数とする。このとき次が成り立つ.
(携)ηげ1∫2-・■γD=けり,1たれ=2た11わ|.…たが夕)∫同…∫∈紛
た1,た2-,んm CN0
証明 mに関する数学的帰納法で証明する.
(1)η=2のとき,定理 2.1.13より
紛
π帆力=自のオ・ ′
=Σ詰月のだ°
ι+ん=2
ι,たc 0ヽ
である。よってm=2のとき,命題は成り立つ.
(2)m=ιのとき,命題が成り立つと仮定する.(ιは2以上の自然数.)
m=ι+1のとき,定理 2.1.13より
儀)n帆か珊J―か硼十J→
=自の帆か…が叶°濯
帰納法の仮定から
きC)帆ん―・が°ぶ?
=社
Ⅲ2昆ι… 扇 芦 爾
月°月り.…ガリん絆
た,た1,た2, ,たICN0
よってm=ι+1のときも命題は成 り立つ。
(1),(2)より,2以上の任意の自然数mで命題は成り立つ.    □
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2。2 多項式
Cの元を係数とするzに関する多項式の集合をCレ1と表す.
定理 2.2.■αたCC(た=0,1,…・,η)を係数とするzの多項式P(z)=αo+
αlz+…・+αnZπについて,次が成り立つ。
1.多項式P(z)はC上の解析関数である.
2.P′(z)=αl+2α2Z+…・+ηαっZれ 1である.
証明  1.微分係数,極限値の定義から容易に確かめられるように,定数
αんは導関数0の解析関数であり,∫(z)=Zは導関数 1の解析関数で
ある。よって,定理2.1.10より解析関数同士の積,和は解析関数であ
るから,P(z)はC上の解析関数である.
2.∫(z)=Zつの微分を考える.
鳳生イ ト
型 =鳳
=li瑞((Z+ん)°
1+(Z+ん)"2z+….+Zπ~1)
=ηZπ
~1
よって,2.1.11よりP(z)を各項毎に微分して2.を得る。     □
複素数は2次方程式の解が常に存在するよう,実数から拡張的に構成さ
れた数の集合である.複素数まで数を拡張すると,2次に限らず何次方程
式であつても解が存在することが知られており,これを代数学の基本定理
という.(証明はp]を参照.)
つまり次が成 り立つ。
定理 2.2.2任意の多項式P(z)=Σl=Oαたノ ∈Cレ](αη≠0)はαl… ,α,・ ∈
Cを用いて
P(Z)=αれ(Z―αl)―・(Z―απ)
と因数分解できる.このとき,αl,α2,…・,αれがP(Z)=0の解となる.
上記の定理によって,1次以上の任意の複素数係数多項式は1個以上の
零点をもち,かつ因数分解できることが保証される.
27
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定義 2.2.3α,αl,.…,αっ∈ C(α≠ 0)とする。 多項式P(z)=α(Z―
αl)・…(Z―απ)に対し,αl,.…,απをP(z)の零点という。また,αl,…,αれ
の中にα」と同じ値がん個あるとき,αプをP(z)の位数んの零点という。ま
た,このときれをP(z)の零点αプの位数ともいう。
命題 2.2.4多項式P(z)∈Cレ]に対し,αをP(z)の零点とする.このとき
(αの位数)=min{づ∈No10≦り,PO(α)≠0}
である.ここで
であるから
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□より,主張は正 しい.
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2。3 有理関数
定義2.3。1有理関数R(z)とは,多項式P(z),の(Z)∈Cレ]を用いて
Цa=器     Oの
と表される関数のことである。ただし,(2.6)式の表記においてはP(z),の(Z)
は共通因数をもたない多項式であることを暗黙の前提とし,P(Z),C(Z)が
共通因数をもつ場合は,約分したものを改めてP(z),の(Z)と表すとする.
このときR(z)はの(Z)の零点を除くzcCで定義される。
砺λttL]践嘉曇ξ孵税鵬夕を11饗∬嬌
の零点αの位数のこととする.
定義 2.3.3有理関数R(z)=6紛について
1.αcCがR(z)の極であるとは,αがの(α)=0を満たすことで
ある。
2. R(z)=髪分の極 αの位数は,c(z)の零点の位数とする.
定理 2.3。4有理関数R(z)に対し,次が成り立つ。
1.Цz)の極以外の点でR′(z)が存在し,R′(Z)も有理関数である。
2.P(z),R(Z)は同じ極をもつ。αがスZ)の極であるとき,
(R′(z)の極 αの位数)=(R(Z)の極 αの位数)+1  (2.7)
である.
証明  1.P(z),C(Z)∈Cレ]とし,2(Z)=6樹とすると系 2.1.11より
の(Z)≠0となるzにおいて
Щ慕     oo
となるので,7(z)は有理関数である.
29
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2.(2.8)式は約分される可能性があるので,7(z)の極はR(z)の極 一
部である。しかし実際には,R(z)の極 全てが7(z)の極であるこ
とを示す.αをの(z)の位数んの零点としての(Z)=(Z―α)ん9(Z)とお
くと9(α)≠0で
P′0レー が90-POんい が‐90-POレがー〆0
((Z―α)んg(Z))2
P′(Z)(Z―α)9(Z)一P(Z)んg(Z)一P(Z)(Z一α )9′(Z)
(Z一α)ん+19(Z)2
(Z―α )(P′(Z)9(Z)一P(Z)9′(Z))一P(Z)ん9(Z)
(Z―α)ん+19(Z)2
となる。P(z)との(Z)には共通因数がないのでP(α)≠0,またん>0
より,z=αのとき(2.24)式の分子は0ではない。よってαはP(z)
の極で,その位数はん+1である。つまりЦz)とR′(Z)は同じ極を
もち,(2.7)式が成 り立つ .
□
有理関数では多項式と違って,分母の値が0となるとき,つまり極では
値が定まらない。しかし,むしろ積極的に∞ という記号を値のように用
いて極での値としたい。そのために次を定義する.
定義 2.3.5P(z),C(Z)∈Cレ]とし,R(Z)=6紛とする。
1.P(α)≠0,の(α)=0のときR(α)=∞と表す。
2.limz→。Цウ)をR(∞)と表す。
以上の定義を用いると,有理関数 ∫(z)はC∪{∞}からC∪{∞}への写
像と考えることができる.以下,C∪{∞)のことをC*と表す.
命題2.3.6有理関数R(z)=6紛に対して,α=max{degえd  O}とし,
月(Z)=
αO■a71Z―十・・・―十αdZd ●・10
b。+blz+…・ bdZd
とする.(αa,bdのどちらかは0ではない。)このとき
Rl(Z)=αozd_.αlzd~1-十
・・・―+αd
(2.11)bOzd■blzd~1-卜・・・■bd
とおくれZ≠0のとき鳥0=部が成り立ちЦ→=hmz‐o島0
となる.
R′(Z)=
00
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証明 αた,bλ c Cとし,
P(Z)=αo+αlZ+…・+απZπ
O(Z)=bo+blz+…・+われZη}
スの=器,α=maxIЪ弓
とする。またz≠0とする.このとき,Rl(z)を変形すると
αOZd―■αlZd~1-+・・・I αd
bOzd+blzd-1+・…+bd
(αo+サ+…・+ツ)Zd
(bo+り+…・+シ)Zd
P(ウ)Zd~の
(:)Zd
となる.よって
ЩO=螺諸
=螺髪罪
=lim
αOzd―十αlZd~1_...・I αd
z→O boza+blza_1+.…+bd
=鶏RllZl
となる.                           □
定義 2.3.7以下,有理関数R(z)に対し,命題2.3.6の島(z)を用いる.
1.∞がRZ)の極であるとは,0がRl(z)の極であることとする。この
とき
(R(z)のz=∞での極の位数)=(Rl(Z)のz=0での極の位数)
とする.
?
?
Rl(Z)=
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2.∞がHz)の零点であるとは,0がRl(z)の零点であることとする.
このとき
,
に(z)のz=∞での零点の位数)=91(Z)のz=0での零点の位数)
とする:
定理 2.3.8P(z),の(Z を多項式とし,deg P(z)=η,degの(z)=mとぉ
く。有理関数R(z)=6紛に対して次が成り立つ。
1.η>mのときR(z)はZ=∞でη―m位の極をもつ.
2.2<鶴のときR(z)はZ=∞でπ―η位の零点をもつ.
3.η=mのとき月(∞)=競≠0
証明 命題2.3.6の(2.10)式,(2.11)式を用いる.
1.η>mのとき
α=η,α>mで,αη≠0,bπ≠0であり,
32
島0=
αOZπ+αlZπ
~1+・
・・+α鯰
Zη
~'れ
(bOZ・
rl tt blzη・-1+・…+bm)
となる.よって0が島 (z)のη―m位の極であるから,∞はR(Z)の
η―鶴位の極である.
2.η<ηのとき
ご=鶴,α>ηで,απ≠0,bm≠0であり,
鳥② =
となる。よって0が島(z)のη―η位の零点であるから,∞はR(Z)
のm―η位の零点である.
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3.2=鶴のとき
α=π=ηで,αれ≠0,bm≠0であり,
島0=
αOZπ―「 αlZπ
~1-十・・・+―απ
ろ。zη+blzη2-1+・…+られ
より
,
知Rlレ)=考
となる.すなわちR(∞)=競≠0である.
□
服
=月
期警ξ?=器にはαacq4“gaa=2“gαの=
(R(z)の零点の位数の和)=(R(Z)の極の位数の和)=max(π,η)
ただし極,零点は∞ を含めてC*で数える.
証明 P(z)=αηZπ+ η_lzれ~1+…・+αO,の(z)=bmzπ+bπ_lzれ~1+…・+b0
とすると,z≠∞ である複素数の範囲において,R(z)=5樹の零点の位
数の和は2,極の位数の和はπである。ここでz=∞の場合を含めて考
える.
1.2>mのとき
定理2.3.8より,Цz)はZ=∞でη―m位の極をもつ。よって
(z=∞を含むR(z)の極 位数の和)=(η一鶴)+鶴=η
となる.つまり,(R(z)の零点の位数の和)=(R(Z)の極の位数の和)=2
である。
2.2<鶴のとき
定理 2.3.8よりR(z)はZ=∞で鶴―η位の零点をもつ。よって
(z=∞を含むHz)の零点の位数の和)=(η―η)+η=鶴
となる.つまり,(R(z)の零点 位数の和)=(R(Z)の極の位数の和)=m
である.
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3.η=mのとき
定理 2.3.8よりz=∞はR(z)の零点でも極でもない.したがって
は(z)の零点の位数の和)=(R(Z)の極の位数の和)=mである。
よって,z=∞を含めて数えると,Hz)の零点の位数の和はR(z)の極
位数の和に等しい。                      □
2。4 有理関数の部分分数分解
定理2.4.1有理関数Цz)はz=∞を極にもつとする.このとき,定数項
をもたない多項式ス(z)∈｀Cレ]とZ=∞を極としない有理関数島(z)が
存在して次が成り立つ.
1・ R(Z)=ス(Z)+島(2)と表せる.
2.1のようなス(z),Rl(Z)は唯一つである。
3.degス(z)=(R(Z)のz=∞極の位数)
証明  1.Iz)=6粉はz=∞を極 とする有理関数 とする.(つまり
deg P>deg O)多項式の除法によりP(z)をの(z)でわつて,
P(Z)=の(Z)ス0(Z)+30(Z)
とする。ただし,■0(z),比(Z)∈CИ,deg 3o(Z)<degの(Z)である.
このとき,deg■。=deg P―deg o≧1である。いま,■。(z)の定数
項をαとすると
P(Z)=C(Z)(■o Z)一α)+(αの (Z)+3o(Z))  (2.12)
と書きかえられる。ここで,
バZ)=4。(z)一α, 3(Z)=αの(Z)+3o(Z)
夕上を護tttl「″1看Ъ場翼戸“g00より場は
Iの=“。0-の十
=バa+器
34
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と表せる.よって ,
deg И(Z)=degス0(Z)=deg P―deg O=ぃ(z)の∞での極の位数)
(2.13)
となる.
2.定数項をもたない多項式■1(z),■2(Z)とZ=∞を極としない有理関
数Rl(z),R2(Z)に対して,R(Z)=ス1(Z)+Rl(Z)=42(Z)+R2(Z)と
する.さらにdeg 31(z)≦deg01(Z),deg 32(Z)≦degの2(Z)として
35
島0=器
鳥0=器
とおく.(2.14)式,(2.15)式の右辺は既約とする.条件より,
ム0+器=ん0+器
Иl(Z)の1(Z)+31(Z)И2(Z)の2(Z)+31(Z)
(2.lo
●.1り
の1(Z) の2(Z) (2.16)
を得る。(2.14)式,(2.15)式で既約だから,(2.16)式の両辺も既約であ
る。このとき既約表示は一意的であることから,
の1(Z)=02(Z)
である。(2.16)式の分子を計算すると,
ス1(Z)の1(z)+31(z)=42(Z)の2(Z)+32(Z)
(■1(Z)―ス2(Z))の1(Z)=32(Z)~31(Z)   (2.17)
となる。ここで
,
deg Bl(z)≦deg 01(Z),deg 32(Z)≦degの2(Z =degの1(Z)
deg Иl(z)≧1,degス2(Z)≧1
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より,
deg(32(Z)~31(Z))≦degの1(Z        (2.18)
である.■1(z)≠И2(Z)とすると,deg(■1(z)一И2(Z))≧1より,
deg(ス1(Z)―ス2(Z))の1(Z)>degの1(Z)     (2.19)
ス1(Z)≠И2(Z)のとき(2.17)式,(2.18)式,(2.19)式に矛盾が生じる.
したがって■1=И2,31=β2,Rl=R2である。
3.(2.13)式より従う。
□
定義 2.4。2上記のス(z)をR(z)のz=∞での特異部という.
定理2.4.3有理関数R(z)はZ=βをん位の極にもつとする.定数項を
もたないん次の多項式バz)とz=βを極としない有理関数Rl(z)が存在
して,
1・ R(Z)=バ≠→+Rl(Z)と表せる.
2.1のようなИ(z),Rl(Z)は唯一つである.
3.Iz)のz=βの極の位数がんのとき,ス(フ≒)はdeg T(Z)<ん,T(β)≠
0となる多項式を用いて
/1(ァ
≒5)=1兵等|
と表される.
証明  1.Iz)=器箸尋毒等総 をz=βを極にもつ有理関数とする.
β=ん蕉位数んのaZ)の極とし,z=:+βとおくと(ァ場=ぐ),
R(:+β)=
となる。このときα=max{れ,η}とおいて,分母と分子にξaをかけ
ると
,
R∈+→=      0狗
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となる。このときξに関する多項式として,(2.20)式の右辺の分子は
η個の1次式とξdつの積であるから,β≠α。に注意すると分子はα
次式である。また(2.20)式の右辺の分母はm個の1次式とξd―れの
積であり,β=んに注意すると分母はα―ん次式である.よって分子
躍賠f∬賽難雰毬亀18彙巫射ぶ、1
次多項式,■0(ぐ)をξ=∞を極としない有理関数として,
????
R(:十β)=И(ξ)+」Z〕(ξ)
と表せる.すなわち
R(Z)=R(:+β
)
=ス(ξ)十RIC)
=ス
(房モ7)+RO(島:
となる。さらに月o(ξ)はξ=∞を極としなし
(p≦9,αρ≠0,♭9≠0)とすると
のヽで,R。(ぐ)=αO+…+α,ぐ'bO+…+b.(,
となる。よってb9≠o
z=βを極としない。
_00+…赫)レー の9
00+…+あ)いの9
_αo(Z―β)9+…・+αρ(z―β)9~P
わo(Z―β)9+―・+b9
より,20(島)=Rlレ)とおくとRlレ)は
=ス1(C)+Rl
=■2(C)+鳥
20(島
)
2.定数項をもたない多項式ム(z),■2(Z)とZ=βを極としない有理関数
[まをFさt賢け菫[1¢石κ美れメ②=ス2時)+R2②
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Rt(:+β)=
とおける。ただしs>ι,cs≠0,αt≠0とする.このとき
猟の=鳥(音+う
CO+島+…・+あ
do+島+…+α寿
Co(Z―β)S+…・+Cs
(Z―β)St(島Z―β)ι+…・+αt)
となる。これはz=βを極にもつことになるので仮定に矛盾が生じる。
したがってR。(:+β)はξ=∞を極にもたない。ゆえに■1(z)=
鵠[蘇(ぁりこ(ぷ11∴∫)とな気9η却《=島獄
3.バz)=ιんZん+…・+ιlzとすると(ιん≠0)
ス(島)=し為 +が市一+島
_ιl(Z―β)ん 1+…・+ιん_1(z―β)+ιん
(Z―β)ん
となる。ここでT(z)=ιl(Z―β)ん~1+…・+ιん1(z―β)+ιんとすれば,
deg T(Z)<ん,T(β)≠0
である.
定義 2.4。4上記のス傷≒)をR(z)のz=βでの特異部という。
□
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以下,本節の後半の目的は,有理関数はその極の特異部と定数の和に分
けられるという定理,つまり定理 2.4.8を示すことである。そのためにい
くつかの補題をおく。
補題 2.4.5有理関数R(z),7(Z)に対し,R(z)―R′(Z)はZ=βを極とし
ないとする。このときR(z),7(Z)のz=βでの特異部は一致する。
証明 有理関数Цz),7(Z)をR(z)=И(フ年)+Rl(Z),7(Z)=И′(万場)+■(z)とする。ただし,/1(フ≒),ス′(万≒)はz=βにおける特異部,R(z),R′(Z)
はz=βを極としない有理関数である。ここでHZ)―R′(Z)=の(Z)とお
くと,仮定より,の(z)はZ=βを極としない。よって
R(Z)=R′(Z)+の(Z)
=〃(島)十幌0+α初
となる。定理 2.4.3よりR(z)の特異部は唯一つだから,
ス(島)〒″(島)
である.                           □
補題 2.4。6R(z)をz=∞を極とする有理関数とし,∞以外のR(z)の極
をβl,.…,βπとする.R(z)=バZ)+R。(Z)とおく。ただしバz)はR(Z)
のz=∞での特異部,島(z)はZ=∞を極としない有理関数とする。この
とき,島(Z)の極はβl,.…,βれ,RO(Z)のz=βl,….,βηでの特異部はR(z)
のz=βl,.…,β,7ιでの特異部に等しい。
証明 R。(z)=3号(P(Z),C(Z)∈Cレ1,deg P(Z)≦deg O(Z))とおくと
aa=■o+器
_ス(Z)の(Z)+P(Z)
の(Z)
となる。ここでP(z),の(Z)は共通因数をもたないので
解.21)
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である。よって,(2.21)式はR(z)の既約分数表示であり,aZ)の極はの(z)
の零点に一致するから,島(z)の極はR(z)のz=∞以外の極である。し
たがって定理2.4.5より,島(z)のz=βl,….,βmでの特異部はR(z)の
Z=βl,_,βれでの特異部と一致する。              □
補題 2.4.7 Цz)をz=∞を極としない有理関数とし,R(Z)の極をβl,.…,陽
とする。R(z)=■1(Z)+Rl(Z)とおく。ただし■1(z)はR(Z)のz=βl
での特異部,Rl(z)はZ=βlを極としない有理関数とする。このとき
,
Rl(z)の極はめ,_.,陽Rl(Z)のz=め,… ,βmでの特異部は■(z)の
Z=β2,…,βれでの特異部に等しい.
証明 鳥(z),ス1(Z)の分数表示を
島0=器,ム0=齢
とする.ただしP(z),c(Z)は共通因数をもたない多項式で,c(βl)≠0,
T(Z)∈CiZl,deg T(Z)<Sとする.このとき,
40
aa=武峯+器
_T(Z)の(Z)十P(z)(Z―βl)S
(Z―βl)Sの(z) ●
.22)
となる。このとき(2.22)式の右辺が既約な分数式表示であることを示す。
まず,P(z)との(Z)が共通因数をもたず,かつの(βl)≠0より
gCd(P(Z)(Z―β S,C(Z))=1
である.よって,
gCd(T(Z)の(Z)+P(Z)(Z―βl)S,C(Z))=1
を得る。一方,T(βl)≠0,C(βl)≠0だから
(2.23)
gCd((T(Z)の(Z),(Z―βl)')=1
である。よって
gCd(T(Z)の(Z)+P(Z)(z―βl)S,(Z―βl)6))=1 p.24)
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を得る.ゆえに(2.23)式,(2.24)式より,
gCd(T(Z)の(Z)+P(Z)(Z一βl)S,の(Z)(Z―βl)6))=1
で (2.22)式の右辺が既約な有理関数であることが分かる.
つまりaZ)の極は(z―βl)Sの(Z)の零点だから,の(z)の零点はぁ,….,陽
で,これがRI(z)の極である.
また,■(z)―Rl(Z)はZ=βlでの特異部なのでぁ,…っ陽 を極としな
い。よって定理2.4.5より,R(z)と島(Z)のz=島(j=2,3,…。,m)での特
異部は一致する。                       □
定理 2.4.8 Цz)をz=βl,_.,βπを極とする有理関数とする。(βl,_.,βれ
は∞を含めて考える.)ん(z)をR(z)のz=向における特異部とすると
R(Z)一Σ ん(Z)=定数
じ=1
が成り立つ.
証明 まずaZ)がz=∞を極としないときを考え,2に関する帰納法を
用いる.
(1)鶴=1のとき
βlのみを極とし,∞を極としないのでR(z)=ご培午 と表され,deg TO(z)≦
んである。ここで T。(z)を(z―βl)んでわつて,
To(Z)=C(Z―βl)ん+T(Z)(CC C,deg T(z)<ん)
とすると
T(Z)R(Z)=C十
(Z―βl)ん
となる.R(z)の特異部は一意的だからぎ璃)=ス1(Z)で
R(Z)―ス1(Z)=C(定数)       (2.25)
を得る.
(2)η=た-1のとき命題が成り立つとしてη=たのときを考える.
az)をz=βl,….,角を極とする有理関数とする。このときスん(Z)を
R(z)のz=色の特異部とすれば,z=底を極としない有理関数 Rん 1(z)
を用いて
R(Z)=Иん(Z)+Rた_1(z)       (2.26)
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と表せる.ここで補題 2.4.7よりRた_1(Z)の極はβl,.…,a_1である。帰納
法の仮定より
た-1
Rん 1(Z)一Σ スづ(Z)=C(定数)      (2.27)
,=1
となる.ただしん(z)はRた_1(Z)のんでの特異部とする。ところが補題
2.4.6より 几 (z)はR(z)の向 で の 特 異 部 に 一 致 す る の で ,スt(Z)=4J(Z)
であ り(2.26)式,(2.27)式より
Ha―ΣAづレ)=c
t=1
を得る.
最後にЦz)がz=∞を極 とするとき,R(Z)のz=∞での特異部を
スo(Z)として
Ro(Z)=2(Z)―スo(Z)       (2.28)
とすると,補題 2.4.6よりR(z)とRo(Z)のz=∞以外の極は一致して,そ
こでの特異部も一致する。それらをス1(z),….,スぼz)とすれば,証明の前
半を用いて
Roレ)=ΣИJレ)+C     ●・2の
鬱=1
と書ける。よって (2.28)式,(2.29)式よりz=∞を極 とする場合も
aa―Σス」レ)=c
t=0
となる.                           □
上記の定理 2.4.8を言い換えれば次が成 り立つことが分かる.
定理 2.4.9任意の有理関数R(z)は
スの=′器一+′‰+けQZ Ⅲ…+%ノP鋤
と表せる。ただし,
l βl.…βたはスz)の極
2.島はR(Z)のz=向での極の位数
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3.degQ(Z)<S,
4.ん>0のときαん≠0で、んはR(z)のz=∞での極の位数
である.
定理 2.4.9の(2.30)式のように,有理関数を極の特異部の和に分けるこ
とを部分分数分解という。このことは後に,有理関数の幕級数表示を求め
るときに用いられる.
?
?
?
?
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本章では始めに幕級数を定義し,前章で述べた解析関数は局所的には幕
級数に展開できるというTaylorの定理を紹介する.そこから解析関数の幕
級数展開の係数の求め方を示し,幕級数展開した解析関数を形式的幕級数
に対応させることで,L(2)はある有理関数の幕級数の係数と一致するこ
とを示す.
3.1 幕級数
形式的でない通常の幕級数とは,その収東先の値で定まる複素関数であ
る.これを考察するためには級数の収束の定義が必要である。そこでま
ず,複素数列の収束の定義を与える.
定義3.1.1複素数列{αηlη=1,2,3,_.}(αη∈C)と ∈Cに対し,
hm αη=α
れ―〉OO
とは次が成 り立つことである.
任意の正数 (に対 し,あるⅣ ∈Nが存在 して,Ⅳより大きい
任意のη∈Nに対 して lαη―αl<cが成 り立つ .
数列の収束に関して,次は基本的である.
定理 3.1.2 1im αを,li bづが収束するとき次が成 り立つ。
0→∞    2→∞
1・
li理(αづ+仇)も収束して
lim(α二+b,)=(ム‰α)+(lim bを)となる.
2.lim α,ら,も収束して
脇鷺Q仇=(ム亀の(虐‰りとなる.
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3.limの≠0ならhm(α「
1)も収束して
肥践け1)=q電の-1となる。
証明は省略する.詳しくはp]を参照.
定義3.1.3複素数列{Q}に対して,littΣQをΣ Qと書き,数列{Q}j=O     t=0
の級数という。
級数が収束するのかどうか,特に収束することを保証する十分条件が重
要である。そこで,最も基本的でよく用いられる定理 3.1.4を示す。なお,
証明は省く。詳しくはF]を参照.
定理 3.1.4複素数列 {αづ}についてΣ延01%|が収東するならばΣ胆Ocは
収東する.
上の定理をふまえて,次の定義をおく.
定義 3.1.5Σ鷹。|%|が収東するとき,Σ肛0%は絶対収束するという.
つまりこの定義を用いれば,定理 3.1.4は絶対収東する級数は収束する
と言い換えることができる。
定義 3。1.6複素数列{αづ}に対して
1颯ΣQノ=ΣQメ=αo+αlz+α2Z2+.…
こ=0       ,=0
を幕級数または整級数という.各zcCに対 して上記の級数が収東すれ
ば,これは複素関数を与えることとなる.
幕級数で与えられる関数は収束しないと値が定まらないので,ある範囲
では幕級数が収東することを保障したい。そこで次の定理を用意する。
定理 3.1.7幕級数∫(z)=Σ鷹0% に´おいて,ある正数Rに対しΣ延。IQIRを
が収束するならば,lzl<Rとなるz∈Cに対してΣ鷹。αノ も収束する.
証明 lzl<RなるzcCを一つ選び,そのzに対して lzl<ρRとなる
ρをとると 同鋼げ
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となる.そこで,まず lαじρづ|がをによらず有界であることを示す。仮定よ
りΣ延0 1αtl″は収東するから,limづ→∞lα
`IR二
=0である。ここで,lα二lρj<
lα,|″であるから
i塩IQlρ
2=0
となり,lαをρtl(づ=0,1,2,_.)は有界である。ゆえにある正数 θが存在し
て,任意のを∈N。について lαρtl<σが成り立つので
ΣI%ノ|=
づ=0
<
となる。(上式において
|テ|<1)したがつてΣ縫01Qメ|(η=0,1,2,_)は
有界な単調増加列であるから,ある値 (実際 sup Σ胆。lαtZづ|)に収束する。
すなわちΣ鷹Oαづンは絶対収束するので,定理3.1.4よりΣ鷹。αノは収東
する.                             □
IZI<Rで幕級数∫(z)=Σ鷹0%ノが収東するとき,幕級数は多項式に
よく似た良い性質をもつ.例えば∫(z)はその範囲で微分可能であり,多
項式のように項別に微分することができる。つまり次が成 り立つ.
定理 3。1.8幕級数∫(z)=Σ延。%ンにおいて,ある正数Rに対しΣ鷹0%R'
が絶対収東するとする。このとき次が成り立つ.
1・ IZI<8となるz∈Cに対し,A(z)=Σ延lα´ Zを 1は絶対収東する.
2.lzl<Rにおいて∫(Z)は微分可能で∫′(z)=A(Z)である.
証明は長くなるので割愛する.詳しくはp]を参照.
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?????
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3:2 ■vlorの定理
実は解析関数は全て;局所的には幕級数で表すことが出来るという著し
い定理がある。証明には複素関数の積分等も用いられ,高度な内容となる
のでここでは述べない。ここではむしろ次の■vlorの定理を活用する立
場をとる。証明には例えばP]を参照.
定理 3。2.1(Tay10rの定理)z=0を含む領域上で定義された解析関数
∫(z)に対して,ある正数Rとαを∈Cが存在し次が成り立つ.
1・ Σ延。%Rづが絶対収東する.
2.lzl<Rの範囲で∫(z)=Σ延。αノ となる.
系 3。2.2z=αを含む領域で定義された解析関数∫(z)はZ=αで無限回
微分可能である.
証明 ∫(z)の導関数がz=αを含む領域で解析関数であることを示せば
よい.
θ(Z)=ノ(Z+α)とおくと,ク(Z)はZ=0のまわりで定義された解析関数
である.よって定理3.2.1より,局所的にはg(z)=Σ延OαづZ'(αi∈C)と表
すことができ,さらに正数Rが存在してΣ鷹。%″は絶対収東する。よっ
て定理3.1.8よりlzl<Rでθ(Z)は解析関数かつg′(Z)もまた,lzl<Rの
領域で絶対収東する幕級数で表される.ゆえに定理3.1.8よりz=0を含
む領域でθ′(z)も解析関数となる.以上を繰り返せば,ク(Z)はZ=0のま
わりで無限回微分可能である.したがって∫(z)=θ(Z―α)はZ=αを含
む領域で無限回微分可能である。                □
系3.2.2より,ある範囲で絶対収束する幕級数は何度でも微分可能であ
ることが分かった。言い換えると,複素関数は実関数とは異なり,1階微
分可能であれば無限に微分可能であるという強い性質をもつと言える。
ところで定理3.2.1のように解析関数は幕級数で表せるわけだが,実際
に,その幕級数表示の係数は次のように求められる.
定理 3。2.3z=0を含む領域で定義された解析関数∫(z)に対し,ある正
数Rが存在して
ズの=魯架ノ
が成 り立つ。
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証明 定理 3.2.1より,ある正数 Rと複素数Qが存在 してlzl<Rの範
囲で
ル)=ΣQノ      G・⇒
づ=0
が成 り立つ。このとき定理3.1.8より
力)=Σ″ノ~1=αl+2α2Z+3αZ2+…
J==1
∫′(Z)=21α+3×2×α3Z+・…
ρo到Q+7叫ノ+Ψ舛み…
となるので∫0(o)=づ!αづを得る.よって,αj=甲を(3.1)式に代入すれ
□ばよい.
上の定理の証明は同時に,解析関数の幕級数表示は一意的であることも
示している.
∫(z)が有理関数のときは定理3.2.3と別の方法でも幕級数の係数を求め
ることができる.次の定理で,有理関数の特異部を用いた幕級数の係数の
求め方を示す.
定理 3.2.4∫(z)はZ=0を極としない有理関数とし,lzl<Rの範囲で
∫(Z)=Σ延。%ノとする また,夕のz=0の特異部を用いて
∫° :髪+井+…・+7+θ0   00Zれ
とする.ただ しθ(z)はz=0を極 としない有理関数 とする.このとき
αη=ク(0)
が成 り立つ。
証明 (3.2)式より
∫(Z)=Co+Cl z+…・+Q_lzれ~1+ク(Z)Zη
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この2階導関数をとれば
となる。ここで,定理
∫(れ)(Z)=ク(π)(Z)Zη+
となる。したがって
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禦 =痢
が成 り立つ。
定理 3.2.4から,タ
z=0を代入すればαη
理1基弊 鋳
である。ここで定理3.2.3よりαπ=型等里であるから
%=禦 =刺
を部分分数に分けてz=
が求まることが分かる.
3.3 L'HOpitalの定理
この節では,次章で用いるL'H6pitalの定理を証明する.例えば次の極
限を考える。
o.3)
zが-1に近づくとき,(3.3)式の分母と分子はどちらも0に近づく。この
ような極限を簡便に求めることができる定理として,次のL'H6pitalの
定理が知られている。
定理 3.3.1(L'H6pitalの定理)∫(z),g(Z)はZ=αを含む領域で定義され
た解析関数で,どちらも恒等的に0ではなく,∫(α)=g(α)=0とする。こ
のとき
魁 粥
=霊
揚     C→
が成 り立つ。これは(3.4)式の両辺が値として等しいだけでなく,(3.4)式
の右辺が収東することと左辺が収東することが互いに必要十分条件で,か
つ共に収東するときには値が等しいことを意味している.
□
0の特異部を取 り除き,
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もしもこの定理を認めれば,(3.4)式の極限は次のように求められる.
際,z=-1のとき
1+z(z+2)3=1+(_1)×13=0
Z(Z+1)(Z+2)3=(_1)×0×13=0
なので
1+z(z+2)3 (1+Z(Z+2)3)′
50
実
lim
Z―→-1Z(Z+1)(z+2)3=limZ→-1
=lim
Z→-1
1-3
-1
=2
となる.
ところで,実数上の実数値関数におけるL'HOpitalの定理は,Rolleの定
理やCauchyの平均値の定理を用いて証明することが一般的である。しか
しながらその証明をそのまま複素関数に拡張しようとすると,Cauchyの
平均値の定理が成 り立たず同じ方法では証明することが出来ない。そこ
で実関数とは異なる証明を用意する必要がある。
また,定理3.3.1の証明を述べる前に1つ注意を述べたい。仮にθ′(α)≠0
と分かっているときは,仮定より∫(z),θ(Z)はZ=αのまわりで解析的か
つ∫(α)=θ(α)=0だから,
(Z(Z+1)(Z+2)3)′
0+(z+2)3+3z(z+2)2
(Z+1)(Z+2)3+z(z+2)3+3z(z+1)(Z+2)2
=短訴新
limz→α∫(Z)一∫(α)
limz→α珈
∫′(α)
θ′(α)
=魁揚
!甥粥
G・り
と示すことができるが,これは上記の定理の証明としては不十分である.
何故なら,メ(α)=0のときに途中の(3.5)式の値が意味をなさないからで
第3章 幕級数と形式的幕級数                 51
ある.言い換えれば,上記の証明はク′(α)≠0の場合に限り成 り立つ証明
であり,例えば
螺響=鶏響
のような例には適用できない。そこで,g′(α)≠0といつた制限がない証明
を以下に示す.
証明 まず定理3.3.1を証明するにあたり,α=0の場合を証明すれば十
分であることを示す。
RZ)=.ノ(2+α)とすると,F′(Z)=ノ(Z+α)なので収東する可能性も
含めて
短粥=螺器,児揚=鶏器
が成り立つ.ゆえにα=0としてhmz→0:樹=limz→0妾号を示せばよい。
定理3.2.1によりある正数R,{αj}{仇}が存在して,Σ鷹0 1αt旧JとΣ鷹01仇IRj
が収束 し,lzl<Rの範囲で
.ズの=ΣQメ,ル)=Σbィメ
j=O              J=0
とおくことができる.ただし,αJ≠oとなる最小のjをπ,bt≠0となる
最小のををηとする。(ただし仮定によりη≧1,η≧1)つまり∫(z)は
ル)=1曳OπZれ+…+αⅣZ均
=Zη虐地●η+…+αNZⅣ
~つ
=ZπΣQ+れ´
を=0
と書きかえられる。さらにΣ延。αづ+η´ =ψ(Z)とおくと任意のⅣ∈N
に対 して
ΣIQ+れメ|<ΣIQ+ml″j=O           j=0
希喜り炒η
≦嘉葛|%|″
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となる.Σ鷹。lαjlRをは収東するから,有界増加列であるΣ胆01Q+れメ|は収
東する.ゆえにψ(z)は絶対収東する幕級数なので,定理3.1.8よりψ(z)は
lzl<月の範囲の解析関数で,
∫(Z)=Zπψ(Z),ψ(0)=αη≠0
と表せる.同様にク(z)=Zれφ(Z)かつφ(0)=bη≠0となるlzl<Rの範囲
の解析関数φ(z)がある。したがって
帰
==Zれ―η
;::
→ 0のとき,0に収東 (鶴>2)
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となる.
∫′(Z)
g′(Z)
Z
ηZη
Zπ
~η
→0のとき,器)に収東(鶴=2)
z→0のとき,収束 しない(m<η)
一方,π,ηは1以上であることに注意して,
mz"2~lψ(z)+Zmψ′(Z)
~lφ
(Z)+Zηφ′(Z)
鶴ψ(Z)+Zψ′(Z)
ηφ(Z)+Zφ′(Z)
z→0のとき,0に収東(m>η)
→0のとき,纂;に収束(鶴=2)
→ 0のとき,収束しない (鶴<η)
となる。したがって
が成 り立つ。
=丸粥
??‐???
□
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3.4 幕級数と形式的幕級数の対応
本章の目的は,形式的幕級数と解析関数の対応を考え,調べたい形式的
幕級数を関数として扱うことであった。そこで本節では形式的幕級数と解
析関数の対応について考察する。
Taylorの定理により,解析関数は幕級数で表せることが分かった.では
解析関数の和や積に対応する幕級数に関してはどのようなことがいえる
かを次で示す.
定理 3.4。lR>0とする.lzl<Rで絶対収東するようなノ(z)=Σ鷹0%Zl,θ(Z)=
Σ舞0%z′に対して,
1・ ∫(Z)+θ(Z)=Σ鷹0(c+bo)´
2.∫(z)g(Z)=Σ准0%Zπ(ただし%=Σをす鈴F,αをしとする)
J≧0
が成 り立つ .
証明  1.Σ延。αttZt,Σ舞0しZ′は収東するから,定理3.1.2を適用すると
∫0+glz―l=爵曳(ΣQめ+1曳(Σbづめ,=0             ,=0
N      Ⅳ
=1曳(ΣQノ+Σbじめ
づ=0       づ=0
N
=1曳(Σ続+bDめ
j=o
=Σは+bDZ2
づ=0
が成 り立つ .
2.まず lzl<Rとなるzを一つ固定 し,恥〒Σ縫OΣ他。IQしZj+′|と
おくと仮定よりΣ種。lαこZづ|,Σ昇。|しZ′|が収束するので,定理 3.1.2
よりhmN→∞局√=limⅣ→∞Σ胆01α・Zαl Σ舞。陽Z′|も収東する.こ
こでcη=Σα
"グ
として,
を+J=η,
ブ≧0
?
?
?
?
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ん0)=ΣQノ,クⅣレ)=
J=0
Σリノ,んNレ)
」=0
????
〓 CnZη
?
???
???
?
Σ Qげ+ブーΣ
0≦を≦A7,
0≦J≦A7
αづ%Zづ+′|
lαづリノ+′|
となる.つまり
1曳|ん2NIZl~
である。よって
ΣttZれ
π=0
とおくと,oE胆0% )´①E他0%ZJ)=Σ縫OΣ倦。(αあノ+′)より
同一風用 =鹿絆喜
0≦
',0≦ブ
づ+ゴ≦2N
2CNO,′CN0
(Nく0またはNく」)
かつ |+ブ≦2N
<
2C0｀,,CN0
(NくをまたはNくプ)
かつ ,+ブ≦2Ⅳ
≦ Σ IQしノ+ブ|
をCNO,′CN0
(NくをまたはNくプ)
かつを≦2ArかっJ≦2N
=P2Ⅳ~PN
ん(Z)θギ(al≦1曳(3N―路)
=1曳鳥Ⅳ-1曳玲
=0
=爵曳ん2NIZl
=爵曳んOgⅣ0
=1吼ん01曳gⅣIZl
=∫(Z)g(Z)
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が成り立つ.
□
定理 3.4.1より,解析関数の和,積に対応する幕級数はそれぞれの幕級
数を形式的幕級数 と考えたときの和,積に対応 していることが分かった.
次に,
スo={∫(Z)|∫(Z)はあるR>0についてlzl<2で定義された解析関数}
CIレl]={C係数の形式的幕級数}
とし,ス0からCIレl]への次の対応を考える。すなわち,∫(Z)∈4oに対し
て∫(Z)∈■oをTaylorの定理により幕級数表示にし,それを形式的幕級
数と考えたものを∫(z)cCレ]]とする。このとき,∫(Z)から∫(z)への対応
について,定理3.4.1は
(∫+g)(Z)=∫(Z)+す(Z)
∫θ(Z)=∫(Z),(Z)
となることを示していると言い換えられる.
次に解析関数の逆数に対応する幕級数は,それを形式的幕級数と考えた
ときの逆元に対応していることを示す.
命題 3.4。2∫(z)をz=0を含む領域上の解析関数とし,さらに∫(0)≠0
とすると次が成り立つ。
(島)=債劾‐∈q囲
証明 仮定より∫(z)は連続で∫(0)≠0だからz=0を含むある領域で
∫(Z)≠0である。よってz=0を含むある領域で売下は解析的である.し
たがって定理3.4.1より
あ(島)=∫0島
となる.一方,∫(0)≠0より
∫(Z)=αo+αlz+α2Z2+_.
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?
?
?
?
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と幕級数にしたとき,αO≠0である.つまりRz)の逆元が存在して
(島)=嶼劾‐
を得る。
□
ここまで,解析関数から形式的幕級数への対応について述べてきたが,命
題 1.5.2で示した(1.16)式の形 的幕級数を上記の対応で解析関数と関係
づけて考えたい。
いま,gcd(αl,2,・…,αd)=1であるス={αl,α2,―・,αd}⊂Nと命題
1.5.2に登場 した形式的幕級数
FO)=← ― Z鈍)~1←― Zの)1…・← ― ZQ)~1=Σら い )Zπ O・ の
π=0
を考える.また,次の有理関数
胴 =占 島 一哉 れ  はつ
をとる.∫(z)の分母に現れる式はどれもz=0のとき0ではないので,∫(z)
はz=0のまわりで解析関数であり,上述のス。からC[レl]への対応で考
えると
,
効=(占)(島)…(出)
一
 -1 - -1    - -1
=(1-Zαl)(1-Zα2)_。(1-Zαa)
=(1-Zαl)1(1-Zα2)~1.…(1-Zαa)1
=F(Z)
を得る。したがって幕級数展開の一意性により次を得る.
定理 3。4.3ス={αl,α2,…,αa}⊂Nに対して,有理関数
け 占 島 一島
をz=0のまわ りで幕級数展開すると,
ル)=ΣP/1し)Zπ
れ=0
となる。
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定理3.4.3は,L(2)を求めるには(3.7)式の∫(z)のTaylor展開を求め
ればよいことを示している.
58
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前章で,解析関数は幕級数で表すことができ,さらにそれを形式的幕級
数に対応させることで,z=0を含む領域上で定義された(3.7)式の∫(z)
のTaylor展開における係数がね (η)と一致することが分かつた。そのこ
とを用いて,本章では実際にFン(2)のスの元が2個,3個の場合における
L(η)を求める。また,スの元が2個の場合において Fレ(2)をより単純化
したPopoviciuの定理を示す.
4。l PIαル}(2)について
ここではスの元が2個の場合について考察する.z∈C,α,bを互いに
素である自然数とし,この節全体を通して,
∫レ)=は_zぅに_Zり=石晨Qり°メ
とおく。まず,夕=(1_zα)(1-Zb)Zηの極を調べる.
補題 4.1。lzcC,α∈Nに対して,zα-1=0の解は
COS等+をdn等。=QLa…っα―⇒
である.ここでo=COS等+をSin等とおけば,これは1,c,C2,_.,cα
~1
に一致する .
証明 zα=1を満たす z∈Cはlzl=1なので,z=cos θ+づsin θとお
くと,
Zα=COS αθ+tsin αθ=1       (4.1)
である。(4.1)式よりαθ=2たπ(た∈Z)つまり,
2たπ
θ=
α
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となる。よって,zα-1=0の解はz=cos 2堕+o Sin等である。ただし,
cos(θ+2う+づsin(θ+27)=coS θ+づSinθだから,た=0,1,….,α-1が角翠
の全 て で あ る.また ら =coS等十t Sin等とお けば,cた=coS 2堕+づsin等
だから主張は正しい。                     □
以下,この章を通じて,ん∈Nに対し
C=COS等 十 づSm等
という記法を用いる.
補題4.1.1より,夕の極は6°=oO=1に注意すると,
z=0,1,cた(た=1,2,….,α-1),Cプ(プ=1,2,….,b-1)
である。実際,gcd(α,ろ)=1よりらた=″となるのはらた=″=1(た=
プ=0)のときだけであることに注意する。さらに,
(1-Za)(1-Zb)Zn
=Zπ(Z-1)(Z―C)・… (Z―Gα
~1)(Z-1)(Z―
a).…(z―cb~1)
=Zれ(Z-1)2(z_c).― (Z― Gα
 l)(Z一
C)・… (Z― ab-1)
と因数分解できるので う界 の極の位数は,
1.z=0の位数はη
2.z=1の位数は2
3.z=らたの位数は全て1(た=1,2,_,α-1)
4.z=″の位数は全て1(た=1,2,_.,わ-1)
である。また,夕=・π¬推¬面 は分子の次数より分母の次数の方が大き
いので∞ を極としない.したがって,定理2.4.9よりAm,■,32,Cた,Dブ,E
を定数として
髪 =ン +ム +α≠警i戸+Σ寿 十Σ 島
十Eに勾
と表せる。
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定理 3.2.4より,島,32,C,D′Eを求めて (4.2)式の右辺からz=0で
の特異部である】Eう|を取 り除き,z=0を代入すれば PIα,b}し)が求め
られる.そこで,E,C,D′32,島の順にそれぞれを求めることにする。
Eに関して ,
蝿能併+ム+島+Σ島+Σttl-0
E=鳳
能 夕
十ム +蔦≠暑十戸+Σ島 +Σ島 )十
E
=鳳勉併+島+蔦ガ丑午戸+Σ島 十Σ島 十→
=lim」Z[                          (4.31
となるの二千
E=胤撃
=丸但_神_のzれ
=0
を得る.
の に関して
メ繋卜(,コう澤
+島十軍1暑i戸+)]ァ象予十】]ナ象予+E)(Z一α
ん)=C
より
O=z躍た響いの
=lim
Z一CF
z→(1ん(1-zα)(1-Zb)Zつ
(4.4)
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と表せる。ここでz=cたのとき,
Z―らん=0、 (1-Zα)(1-Zb)Zれ=0
となるのでL'H6pitalの定理を適用すると
(Z―Cん)′
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O=z増ん((1-Zα)(1-Zb)Zπ)′
=hm (z_1)2~ウ甘i(1-Zα)(1-Zb)Zη
(z_1)21z=1=0ヽ( -Zα)(1-Zb)Zηlz=1=0
((z_1)2)′lz=1=0ヽ((1-Zα)(1-Zb)Zれ)′lz=1=0
=z聖
踏
ん _αzα-1に一 ZりZπ― bZb-1に一 ZつZπ+η Zれ
~1に
一 Zつ(1-Zり
1
αCた(α
~1)(1-Gたb)Gη
1~ 
αGλ(π
~1)(1-Gめ
)
を得る。同様にして,D′=―b(bJ0 1)(1-ぐb」りを得る。
32に関して,
塊既(,コう静
+ム+蔦ガ丑≒戸+≧]ァ段7+'Iナ子予+E)(Z-1)2=B2
(4.り
より
32=毀髪レ~⇒2
となる.ここで
???〓
〓
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，?????????
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となるので
,
62
?
?
?
?
??
?
〓
?
を得る。
31に関して,
!聖(と|イ婁
+ダ≒ +1藝デ鶏F+1馨フ豊予 +E)(Z―
より(4.6)から,
31=理(髪―百鵠)レー ⇒
=理(クレー⇒―ム)
=霊
(百万締≒ヮ 面ー藉巧 )
=知鶴安喜裁〆鶏≠平
(4.6)
1)=βl
解・η
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
〓
?
??
???
?
?
?
?
??
?
??〓
=0い=0,1,2)
=0い=0,1,2)
=-6αbη-3α2b_3ab2+6αb
=6α2b2
-6αbη-3α2♭_3αわ2+6αbBl
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を得る.
以上より
髪
=左
勢
十
島 (勇
一
嘉
―
身
+
嘉 )十扇 ご
=平十
Σん (―百こ戸雨=|卜.「τ戸町)十Σ 寿 鶴 赫 硼 )
“
助
となる.■α,b}(η)は(4.8)式からz=oにおける特異部を取り除きz=0を
代入すれば求められるので
■剃 0=洗+尭+島+島仁 の+・に の  鱈
"を得る。ただし,
動=垣爆 物=堪
とする.ここで,現(α,b),■(α,b)がηについて有界であることを示す。
命題 4.1.2上記の現(αヵ),■(α,b)について
εぼα,b)=乱+α(α,b),■(α,b)=Zttb(α,b)
が成 り立つ .
証明
螺れの=垣
=:Σ
=:Σ
よつて現し,0=島+αい,の選ゑ:lm=2+らぃ,のも同様.□
ηl鍬舞「ご翼甘ξ党:えl惣辞装f;:17お硯u、
次式とηについての周期的数列との和であることが分かる。
第4章 Popoviciuの定理
4。2 PI%b,C}(2)について
次に,スの元が 3個の場合について考察する。z∈Cとgcd(α,b)=
gCd(b,C)=gCd(C,α)=1である ,b,c∈Nに対して ,
切=  =卜嗣ノ
とおく。前節の■α,b)の場合と同様に考えると,補題4.1.1よりlllZlの極は
1.z=0(位数 η)
2:z=1(位数 3)
3.z=らん(た=1,2,_。,α-1)(位数は全て1)
4.z=″
(.グ=1,2,.…,b-1)(位数は全て1)
5.z=C('=1,2,.…,c-1)(位数は全て1)
である.特にα,わ,cがどの2つも互いに素であるので,上記の
Cん,Cプ,Ct(1≦た<α,1≦.グ <わ,1≦t<C)
は全て異なることに注意する。また,ワ=百可可
「
新西ァ戸 は分子の次
数より分母の次数の方が大きいので∞を極としない。よってスれ,島,32,β3,
C,Dル島,〃を定数とし,
ワ=庭劣+島+デ写+が等+
Σ 寿
+Σ
島
+馨
島
+〃 件Q
fl,:ぁぃ て もら ボ→ 桐 様卿 贋で晩 2脚乳亀 昴
を求める。まず〃に関して(4.3)式と同様に考えると,
・=蝿吃夕+島+7鵠+7≒+
Σ寿+替島+彗為+切
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より
∬=蝿
=0
を得る.
の に関して,(4.4)式と同様に考えると,
C Lhじ
となる.ここでz=oたのとき,
Z―Cた=0,(1-Zα)(1-Zb)(1-ZC)Zη=0
よりL'H6pitalの定理を適用しz=らんを代入すると,
C Ihひ
1
αOた(α l)らんれ(1-Cたb)(1-CたC)
1
αGん(れ 1)(1-Cたb)(1-CたC)
島 =―   ,民 =―
を得る.
民 に関して,(4.5)式と同様に考えると,
33=毀百万詰場籍巧ヮ
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となる。ここで
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より,L'H6pitalの定理を3回適用する.実際,
????
???）???????????????
??????????????
(携)3(z_1)31z=1
-Zb)(1-ZC>′)lz=1
“
.11)
となるので ,
-6αbc
1
αbc
を得る.
32に関して (4.7)式と同様に考えると,
32=-12αbc(α+b+C+22-3)
-24α2b2θ
α+b+c+2η-3
島=知(画誰琳¬フーム)
=霊
?????
??
?
，
?
?
?
?
?
?
?
??
?
〓
?
=0い=0,1,2,3)
=0い=0,1,2,3)
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
、
?
?
?
?
?
?
-12αbc(α+b tt C+2η-3)
-24α2b2c2
(4.12)
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を得る。
31に関しても (4.7)式と同様に考えると,
島=霊(西茄 錆 両 戸 一ム ー形≠子十戸)
=知器
となる.ただし,
P(z)=2αbc(z-1)2_(αtt b+C+22-3)(z-1)(1-Zα)(1 Zb)(1-ZC)Zπ
+2(1-zα)(1-Zb)(1-ZC)Zπ
の(z)=2αbc(z-1)2(1_zα) -Zb)(1-ZC)Zπ
とする。ここで,
儀)mスのLl=∝m=吼猜→
得)ηαのLl=∝m=吼鴫→
より,L'H6pitalの定理を5回適用する。実際,
紛gttLl鋤⑬“毎い針の判し“η
となるので ,
島=―蕊∝α+b+Cア+Ob十溌+0+∝α+b+のη
-6(α+わ+C)+6η2_12η+6)
を得る.
代Xtlシユむり1?[ご魯宅亀塾化'fち憔il■ll鷹夫写就[
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■魏40=嘉+(α+b+C)22αbc
?
?
―
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
，?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?‐
?+税(α,
となる。ただし,
島0,b,の=:釜2告い
1きミZし,ら,の=:と百
一Cttb)(1-CたC)0たη
1
―C′C)(1-C′α)C′η
1
′=1
C-1
t=1 一Ctα)(1-Ctb遅
れ
とする。前節の税 (α,b),■(α,b)同様に,現(α,b,C),■(α,b,C),鴫(α,b,C)も
ηについて周期的なことが容易に確かめられ,これらはηに依らない定数
でおさえられる。つまり(4.13)式から,■αムc)(2)は2に関する2次式と
ηについての周期的数列との和であることが分かる.
4.3 Popoviciuの定理
前節の計算によって,L(η)のスの元が2個,3個の場合におけるF′(η)
を表す閉じた式を求めることができた。しかしどちらの式も煩雑であり,
より扱いやすい式に変形したい。そこで本章では,■α,b}(2)の式を簡便に
したPopoviciuの定理を示す。そのためにいくつかの定義と補題を準備
する.
補題 4。3.lα,bを互いに素である自然数とする。このときある整数χが存
在して
α″=1(mod b)
となる.
証明 補題 1.2.2より,0,α,2α,….,(b-1)αをbで割った余 りは全て異な
り,いずれも0以上b-1以下の整数である.よって,0,1,_.,b-1の中に
α″≡1(mod b)を満たすようなχ∈Nが存在する。        □
硫0,b,の=:喜百
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補題 4.3.2α,bを互いに素である自然数とする.このとき
鶴α=ηb(鶴,η∈Z)
ならば
η ≡0(mOd b)
η≡0(mOd α)
が成 り立つ .
証明 補題 4.3.1より,α∬≡1(mod b)となる整数 χをとると,η≡γnα筋
(mOd b)となる.仮定よりmα=ηbだから
π ≡鶴α"(mOd b)
≡ηbχ (mod b)
≡0(mOd b)
となる。すなわち
π ≡0(mOd b)
である。同様にしてη≡0(mod α)も成 り立つ.          □
定義4.3.3実数χに対してレ」,{χ}で表される数を
[χ」=max{α∈Zlα≦″}
{“}=″一 [χ」
と定める.特にχが正のときレ」はχの整数部分,{″}はχの小数部分で
ある.
系 4.3.4自然数α,ηに対して次が成り立つ.
:Σ]τ戸賓ギ:飛〒5=一{:}十:一嘉
証明
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
??，?
?
??
??
??
?
?
?
↑
?
?
?
??
?
?
〓
??
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と変形できるので,定義4.3.3より
揃0=開+1 (4.14)
と書 きかえられる。よって (4.9)式と(4.14)式より,
■司0=:+尭:+:Σ面11-らた)
=[:]+1
となる。したがって,
:Σ計_cた)  {:}+:一身
を得る. □
補題 4。3.5α,bを互いに素である自然数とし,b′をbび≡1(mOd α)を満
たす整数とする。このとき次が成り立つ。
電計画=堪漏_φ いつ
証明 φ(z)=西十万 とおくと,(4.15)式の左辺は
:Σ
     =:Σ
=:Σφ(Cた) (4.lo
と表せる. 一方,右辺は
堪 =堪(♂xl1―(Gたb′)b)
=堪ばψ 解・1つ
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と表せる。このとき,{cた|た=1,2,….,α-1}と{Ctb71た=1,2,…,α-1)
が1対1に対応すればよい。ここで,by≡1(mod α)よりαとがは互いに
素である.よって,補題 1.2.2よりが,2が,….,(α-1)b′をαで割った余 りに
1からα-1が1回ずつ現れる.したがって(4.16)式の各項と(4.17)式の
各項は順序を入れ替えれば1対1に対応する.          □
系4.3.4と補題 4.3.5より,次のPopcDviciuの定理が導かれる.
定理 4.3.6(PopoViCiuの定理)α,bを互いに素である自然数とし,α″≡1
(mOd b),bb′≡1(mod α)となる自然数α′,びをとる。このとき各自然数η
に対して次が成 り立つ.
(4.lo
?
?
?
?
?
?
?
?
ー
?
?
―
?
?
?
??
?
?
?
?
??
?
?〓??
?
???????
Lボ→=蓋+嘉+嘉+堪
である。ここで,補題 4.3.5と系 4.3.4より
十:}]
となる。同様 に
:Σ
     =:Σ
=―
{宅
l}+:一発
:Σ蔵戸お讐「可
=―
{宅
1}+:一嘉
PLりで→=洗+尭十嘉+塘  +堪
=洗+身+嘉―
{考「}+:一島一{IF}+:二嘉
=洗+1-{等と
}―{IF}
を得る.                              □
??
?
?
?
?
?
?
?
，
?????
?
?
?
?
〓
‐
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?．
?
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定理4.3.6でa′,b′の取 り方は1つではなく,それぞれらの倍数,αの倍数
を加えて値を取 り直しても条件を満たす。しかし(4.18)式で現れる項は,
一 {守},一{守う な の で ,α
′
,びの 値 と し て ど の 値 を と っ て も (4.18)式の 右
辺は変わらない。
4。4 Popoviciuの定理の応用
本節では前節のPopoviciuの定理を利用し,本論文の冒頭で提示した問
題 1.1.1を考察したい。そこでまずいくつかの補題を用意する.
補題 4。4.1
π」+
Z=
[Z」+[―″」=[η」+[一η」
=η+(-2)
=0
となる。
2.″¢Zのとき
o<α<1より0<1-α<1に注意すると,
["」+[一χ」=レ+α」+[―(η+α)」
=η+[―(η+1)+(1-α)」
=η― (η+1)
=-1
となる。
?
?
?
?
ぉ
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
ー
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
????
□
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補題 4。4。2整数でないα∈Rに対して
{―α}=1-{α}
が成 り立つ。
証明 定義 4.3.3より
{α}=α―[α」
{―α}=―α―[―α」
だから
{α}+{一α}=―([α」+[―α」)
となる。α¢Zだから,補題4.4.1より
[α」+[―α」=-1
となる.よって,
{α}+{一α}=1
{一α}=1-{α}
を得る。                              □
補題 4.4.3α,bを互いに素である自然数とする。また,2を1≦η≦αb-1
かつgcd(α,η)=gCd(b,2)=1を満たす自然数とする。このとき,
■α,b}(ab_η)+彙α,b}(2)=1
が成り立つ。
証明 ″,メをα″≡1(mOd b),bb′≡1(mod α)となる自然数とする.定
理4.3.6より,
Lボ励一つ=屏判―伴ノ}―{些7}
=2-勇一
{bb′
―等l}―{αα′-1讐}
?
―
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
‐???
?
」
?
???
（?
〕
?
??????????、、
????????????
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
??
?
?
??
?
〓
?
?
?
?
?
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?
?
?
?
?
?
?
?
???
?
?
?
?
?
???
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となる。ααノ,bb′は自然数だから,
2-lL―
{bb′
―豊竺
}_{α
α′―宰}=2-::一{―考争}―{―:井}
となる。ここで十¢Zである。実際,もしも守∈Zであるとすると,by≡1
(mod α)を用いて
ら′η≡0(mod α)
bbノη≡0(mOd α)
η≡0(mOd α)
を得るが,これはgcd(α,2)=1に矛盾する.よって十¢Zであり,同様
に守¢Zである。ゆえに補題4.4.2より,
となる。したがって,
PIQb}(αb-2)+晨αル}(η)=1
を得る。                              □
上記の補題4.4.3は,α,bが互いに素なとき,αでもbでも割 りきれない
自然数ηに対して,αb一ηかηのどちらか一方が必ずα,bで表現可能であ
り,もう一方は表現可能でないことを表している.
さらに補題 4.4.3を応用させた,互いに素である2つの自然数で表現可
能な自然数の個数に関してSylvesterの定理が知られている。本節の最
後にこのSylvesterの定理を示す.
補題 4。4。4α∈N,m∈Zとする.このとき
?
?
?
?
???
?
?
?
?
??
?
?
?
が成 り立つ .
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証明 η=αη+9とおく.ただしη∈Z,o≦g<αとする.α≠0より
里=2+1
α      α
と表せる.ここで 9は0≦9<αだから
0<1< ~1<1
α    α
である.よって
を得る。                               □
定理 4.4.5α,bを互いに素である自然数とする.このとき,α,bのFrobenius
数はαb―α―bである.,
証明 晨らb}(αb一α―b)=0であることと任意の自然数ηに対して晨α
"}(α
b―
α一b tt η)>0が成り立つことを示せばよい。
補題4.4.3より
晨Qb}(α+b)+晨α,b}(αb―(α+b))=1
である。しかし明らかに晨Qb}(α+b)≧1だから
Pれ,b}(α+b)=1,PIαル}(α♭―(α tt b))=0解.1の
を得る。また,α′,わ′をそれぞれαα′≡1(mod b),わb′ ≡1(mod α)を満た
す自然数とする。このとき定理4.3.6と補題4.4.4より
■%b}(αb―α―b+η)
=α
b―α―b+η_{ろ′(αb~α~b+η)}_{α′(αb~α~b+η)}+1
≧(1-:一:+島)一(1-:)―(1-:)+1
=嘉>0
となる。                            □
定理 4。4.6(SylveSterの定理)α,bを互いに素である自然数とする。このと
き1≦η≦αb―α―b+1を満たすη∈Nのうち,ちょうど半数がα,bで
表現可能である。
?
?
?
?
?〓
﹇
?
?
?
?
??
?
?
〓
?
?
?
?
??
?
?
?
?
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証明 1以上αb以下の自然数の集合をν,1以上αb以下の自然数のうち
αの倍数でもらの倍数でもない自然数の集合を1イ′,そして 1以上 (αb―α―
b+1)以下の自然数の集合をⅣ とする。
gCd(α,b)=1より,/1/fの元 うちでαまたはらの倍数はα+b-1個あ
る.よって ν′の元の個数はαb―(α+b-1)=(α-1)(b-1)個である.
ここで Aイ′の任意の元をmとおくと補題 4.4.3より,
■α,み}(αb―m)+晨α,b}(m)=1
が成 り立つからν′の元の半数がα,bで表現可能でない。したがって,Aイ′
の元のうちα,わで表現可能でない自然数の個数は :(α-1)(わ-1)個であ
る。また,αの倍数とらの倍数は明らかにα,bで表現可能であるから,ν
の元のうちα,bで表現可能でない自然数の個数もぅ(α-1)(b-1)個であ
る.さらに定理 4.4.5より,(αb―α一b)+1以上αb以下の自然数は全て
α,bで表現可能だから,Ⅳの元のうちα,bで表現可能でない自然数の個数
もち(α-1)(b-1)個である。したがってⅣの元のうちα,bで表現可能で
ある自然数の個数は(αb―α―♭+1)一:(α-1)(b-1)=ち(α-1)(b-1)
個である。
4.5 問題 1.1.1の考察
先に述べたように,補題4.4.3は,α,ろが互いに素なとき,αでもうでも割
りきれない自然数ηに対して,αb―ηかηのどちらか一方が必ずα,bで表
現可能であり,もう一方は表現可能でないことを表している.このことか
ら,αb―ηがα,ろで表現可能であることと,2がα,bで表現可能でないこ
とは同値であると言える。そこで本節ではこの考え方を用いて,本論文冒
頭で提示した問題 1.1.1を考察したい。
問題 1.1.1は,
自然数αl,α2,…・,αdの最小公倍数をν とする。このとき
″1+2+….十聾 = ν -1
αl   α2 l αd ν
となる非負整数 χl,″2,・…,″dが存在するか。また,存在の判定法及び解
を見つけるアルゴリズムは存在するのか,というものであった。ここでは
αl,α2,…・,αdがどの2つも互いに素として上記の問題 1.1.1を考察するこ
とにする.この場合,ν=αl,α2,…・,αdとなる.
□
第4章 Popoviciuの定理                   77
4.5。l α=2の場合
α,ろを互いに素な自然数とし,α≧2,b≧2とする。このとき
:+:=7
を変形して ,
b"+αν=αb-1
を満たすχ,ν∈N。の有無を調べる。α≧2,b≧2より1はα,bで表現可
能でない。よって,補題 4.4.3からbχ+αν=αb-1となる″,ν c NOは唯
一つ存在する.
以上から次が成 り立つ .
定理 4.5。lα,bを互いに素な自然数とし,α≧2,b≧2とする.このとき
者+:=7
を満たす
",ν
c NOは唯一つ存在する.
4.5.2 α=3の場合
自然数α,b,cはどの2つも互いに素であるとし,α≧2,b≧2,c≧2と
する。このとき
メ
    :十:+:=1-」糖
を満たす″,ν,z∈N。が存在することは,(4.20)式を変形 して
C(bχ+αν)+αbZ=αbc-1
を満たす
",ν
,z∈NOが存在することと同値である。
一方,b″+αν=χとおくと(4.21)式は
●.2の
(4.21)
cχ+αbz=αbc-1 (4.22)
と表せる。このときgcd(αb,c)=1であり,α≧2,b≧2,c≧2より
晨αb,c}(1)=0であるの 補題4.4.3から晨αb,c}(αbC-1)=1である。した
がって(4.22)式を満たすχ∈閻,Z∈NOは唯一つ存在する.ゆえに(4.21)
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式を満たす″,ν,z∈N。の存在の有無を調べることは,b″+αν=χを満た
す%,ν∈NOの存在の有無を調べることに等しいと言える。そこで (4.22)
式のX,zについて考察する。
ど′をcご′≡1(mod αb)(1≦C7r<αb)を満たす自然数とする。このとき,
XO=αb―」′
cご′-1
ZO=
とおくと,
cχO+αbzO=αbc-1(Xo,Zo∈NO)
となることを示す.
まず1≦σ′<αbよりχ。=αb一c″>0は明らか。また,cσ′≡ 1
(mOd αb)よりz。=蛯評CZであり,ご≧1,C≧2だからcσ′-1>0で
z。∈N。と分かる.最後に
cXs+―αbz。==c(αb―ご′)+αb(1∠::・1)
=αbc―c♂+c♂-1
=αbc-1
となる.ここで,(4.22)式のcX+αbz=αbc-1を満たすχ ∈N,z∈N0
は一意的だから
χ=χ。=αb―♂,z=約=CC′
′―-1
“
.2o
を得る.一方,bz+αν=ab―σ′を満たすπ,ν∈N。が存在するための必
要十分条件は,補題4.4.3よりb″+αν=c″を満たすχ,νc NOが存在しな
いことである。つまり,
■α,b}(ご′)=0
が成 り立つことである。よってα′をαα′≡1(mod b),びをbb′≡1(mod α)
を満たす自然数とすると,定理 4.3.6より
発―{写}―{ギ}+1=0
嘉+1={写}+{ギ} (4.2o
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が成 り立つことがら″+αν=αb―ご′を満たすπ,ν∈閻 が存在する必要十
分条件である。すなわち(4.20)式のz,ν,z∈Noが存在するための必要十
分条件は(4.24)式が成 り立つことである。
また,(4.20)式が解をもつとき,この式を
(の十bZ)α+bC″=αbc-1 (4.2つ
と変形し,cν+bz=yとおけばαy+bc″=αbc-1となるが (4.22)式と
同様,これを満たすyと″も唯一つであり,(4.23)式を導いたのと全く同
様にしてα″をα″′≡1(mOd bC)(1≦α″<bC)を満たす自然数とすれば,
″=字 を得る.同様にしてび′を bb″≡1(mod αC)(1≦y′<αC)を満
たす自然数とすれば,ν=bb″-1を得る。つまり(4.20)式の解 ″,ν,zは存
在するなら唯一つであり,それは
CC″- 1
となる。ただし,α″,び′,♂は
αα″≡1(mod bC)(1≦α″<bC)
bb″≡1(mod αC)(1≦び′k αC)
C♂≡1(mod αb)(1≦ど′<αb)
を満たす自然数とする。以上を整理すると次が成り立つ。
定理 4。5。2自然数 α,b,cはどの2つも互いに素であるとし,α≧2,b≧
2,c≧2とする。また,α′,が,ご′をそれぞれ
αb
〓?
﹇
??〓?
??
αα′≡1(mod b)
bb′≡1(mёd α)
cご′≡1(mOd αb)(1≦ど′<αb)
を満たす自然数とする.このとき
者+:+:=1-石焼
を満たす∬,ν,z∈閻 が存在するための必要十分条件は,
(4.26)
?
?
?
?
?????
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
〓?
?
?
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が成 り立つことである.さらにα″,ろ″をそれぞれ
αα″≡1(mod bC)(1≦α″<bC),bび′≡1(mod ac)(1
を満たす自然数とすると(4.26)式の解は
≦わ″<aC)
CC//-1
である.
4.5.3 α=4の場合
α=3の場合と同様にして,d=4の場合における必要十分条件を導く.
自然数 α,ら,c,ごはどの2つも互いに素であるとし,α≧2,b≧2,c≧
2,α≧2とする。このとき
80
αb
〓?
﹇
??〓?
??
‐??〓????????
?
??
?
?
?
?
を満たす″,ν,z,υ∈NOが存在することは(4.27)式を変形して
Cご(bχ+αν)+αb(αZ+Cυ)=αbCα-1
を満たす″,ν,z,υ∈NOが存在することと同値である.
一方,b″+αν=χ,αz+cυ=yとおくと(4.28)式は
b"+αν=χを満たすχ,νc NOが存在する
αz+cυ=yを満たすz,υ∈ヽ が存在する
そこでまず(4.29)式を満たすχ,yについて考察する。
cごχ +αby=αbcα-1
“
.2の
と表せる。このときgcd(αb,ca)=1でぁり,α≧2,b≧2,c≧2,α≧2よ
り■αb,ca}(1)=0であるので補題4.4.3から■αら,ca}(αbCd-1)=1である。
したがって(4.29)式を満たすχ,y∈N。は唯一つ存在する。ゆえに(4.28)
式を満たすχ,ν,z,o c NOが存在するための必要十分条件は,(4.29)式を
満たすχ とyに対して次の2つがどちらも成り立つことである.
●.2つ
(4.2助
(4.30)
に.31)
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(Cα)′
′
,(αb)″を
Cα(Cα)″≡1(mOd αb)(1≦(Cα)″<αb)
αb(αb)″≡1(mOd Cα)(1≦(αb)″<Cα)
を満たす自然数とする。このとき,(4.29)式の解は
χ =αb―(cα)″
y=cα―(αb)″
であることを示す。まず 1≦(ca)″<αb,1≦(αb)″<Cαより
αb―(Cα)′
′>0,Cα―(αb)″>0
である。一方 ,
Cα(Cd)″≡1(mOd αb),αb(αb)″≡1 (mod Cα)
より
cα(ca)″=αbyo+1,αb(αb)″=Cαχo+1
となるχ。,y。が存在する.よって
一Cα(Ca)〃+αby。=_1,一αb(αb)″+Cαχo=-1
となり,
Cα(αb―(Cα)″)+αbyo=αbcα_1,αb(cα―(αb)″)十CαχO=αbcご-1
となる。このとき,cdχ+αby=αbcα-1を満たす χ,yは唯一つだから,
X=αb―(cα)″=Xo,y=‰cご―(αb)″
を得る.
一方,b″+αν=χ=αb―(cご)″を満たす″,ν∈N。が存在するための
必要十分条件は,補題 4.4.3よりb″+αν=(ca)″を満たす z,ν∈N。が存
在しないことであり,αz+cυ=y=cd_(αb)″を満たす z,υ∈NOが存
在するための必要十分条件は,補題 4.4.3よりαz+cυ=(αb)′を満たす
z,切∈N。が存在 しないことである.つまり,(4.30)式と(4.31)式が成 り
立つための必要十分条件は
員αル}((Cα)″)=0
■c,d}((ab)″)=0
(4.3a
(4.3o
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がどちらも成 り立つことである。ここでα′,b′をそれぞれα″≡1(mOd b),
bb′≡1(mOd α)を満たす自然数とすると,(4.32)式は定理 4.3.6より
型一
{颯
°″
}―{二警}+1=0
7判 ={三≒≠と}十{雫 }鱈 η
と同値であ り,同様にして c,′♂をそれぞれ cc′≡ 1(mod α),α♂ ≡ 1
(mOd c)を満たす自然数とすると,(4.33)式は
等 ‖ ={響 }十{三≒争
と
}四
と同値である。よって,(4.27)式の″,ν,z,υ∈NOが存在するための必要
十分条件は(4.34)式と(4.35)式が成 り立つことである。
以上を整理すると次が成 り立つ。
定理 4。5。3自然数 α,b,c,αはどの2つも互いに素であるとし,α≧2,b≧
2,c≧2,α≧2とする。また,α′,b′,c′,α′,(αb)″,(Cα)″をそれぞれ
αα′≡1(mod b)
bbノ≡1(mOd α)
Cど≡1(mod d)
α♂≡1(mod c)
αb(αb)″≡1(mOd Cα)(1≦(αb)″<Ca)
Cα(Cα)″≡1(mOd αb)(1≦(Cご)″<αb)
を満たす自然数とする。このとき
者+:+:+等=1-鰐犠        (4.36)
を満たす∬,ν,z,υ∈NOが存在するための必要十分条件は,
7組={雫}+{竿},
7+1={」1多と}+{三当∫と}
がどちらも成 り立つことである。
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ここまでα=2,3,4の場合を見てきたが,全ての場合に共通することが
ある.それは解が存在するならば唯一つしか存在 しないことである.実
は,このことはαが2以上の任意の自然数で成 り立つことが分かった .
命題 4.5。4自然数αl,α2,一。,αれはどの2つも互いに素であり,αた≧2(た=
1,2,….μ)とする.またんは自然数とする。このとき,
生 +聖+…+塑=1_ ん
αl   α2        αη     αlα2・・・αれ
を満たす非負整数
"1,π
2,…・,″ηの組が存在するならばそれは唯一つであ
る.
証明 非負整数 ″1,■2,…。,χれが
χl+2+….+塑=
αl   α2        αれ
を満たすことは,
1-  ん
αlα2・・・απ
●.37)
α2・…αηχl+…・+αl α2-・αじ….απχj+…・+αl_.αη lχπ=αl α2-・αη~ん
0.30
を満たすことと同値であるので,(4.37)式が解をもつとき,(4.38)式を満
たす非負整数
"1,χ
2,…・,"πが唯一つであることを2以上の自然数ηにつ
いて数学的帰納法で証明する。
(1)η=2のとき
α2″2+αl″1=αlα2~ん ←.3o
について考える。
1.ん>αl α2のとき
αlα2~ん<0より(4.39)式を満たすχl,"2∈NOは存在しない.
2.1<ん<αbのとき
補題 4.4.3より,(4.39)式を満たす″1,″2∈NOは存在すれば唯一つ
である.
したがって,2=2のとき命題は成り立つ。
(2)η=た(た=2,3,….)のとき
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命題が成 り立つと仮定する。つまり
α2・…αた
“
1+…・+αl_銑…・αた
"づ
+…・+αl….αた_lπた=αl….αた一ん
(4.4の
を満たすχl,■2,…・,れは高々一つであると仮定する.
η=た+1のときん′を自然数として,
α2・…αん+1■1+…・+αl―.αt...αた+lχt+…・+αl_・αた″ん+1=αl―・αた+1~ん
′
を満たす″1,
と,(4.41)式
αた+1
となる。今 ,
(4.41)
が存在するとする。ここでαl_.αた=νとおく
+几f"ん+1=ルイαた+1-ん′ (4.4動
αた+lχ+ルfy=Aイαた+1-ん′ (4.43)
を考える。1≦を≦たのをに対してαことαた+1は互いに素であるから,αた+1
とハイも互いに素である。したがつて (4.43)式を満たすX,yは唯一つで
ある。したがつて,そのX,yに対して
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
,"た+1
?
?
?
?
?
?
??
??
争一+れ=χ
χλ+1~y
に44)
となる。今 ,
αた+lχ≦αた+lX+此ry=Mαた+1-″<ναた+1
よりχ<AイなのでX=ν一ん(ん∈N)とすれば,(4.44)式よりχl,.…,χた
は
α2・…αんπl+…・+αl_.αt.…αたπづ+…・+αl…・αたlπた=αl…・ αん―ん
を満たすこととなるが,帰納法の仮定よりそのような“
1,.…,∬たは唯一つ
であるので,(4.41)式を満たす πl,.…,"た+1も唯一つである。したがつて
η=た+1のときも命題は成り立つ。
(1),(2)より全ての自然数ηで命題が成り立つ. □
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4。6 言十
`鼻
伊」
ここまで示した定理を用いて,α=3の場合のいくつかの具体的な数に
ついて問題 1.1.1の解 有無を検証することにする。
夕14.6。1
;+発十岳 =1話   にo
を満たす
",ν
,zc NOが存在するかを調べる。
まず,7α′≡1(mOd 10)を満たすα′を求める。そこで7と10に対する
ユークリッドの互除法を用いる.
10=7×1+3
7=3×2+1
という計算結果を用いて
1=7-3×2=7-(10-7×1)×2=7×3-10×2
と表せる。以上の計算からが=3を得る.同様にして
10b′≡1(mod 7),11ご′≡1(mOd 70)(1≦ど′<70)
を満たすら′,ご′を求めると,b′=5,ど′=51を得る。よって
{写}十{ギ}={ユ|ド
ニ
}+{lギ∫生}
3   3
7+lo
51
70
を得る。一方
となる。したがって
,
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?
?．
???〓
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
????
?
?
?‐
―
，
?
?
?
????
?
?
ー
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??????????
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Jl1 4。6.2
g+発+岳=1_話  に0
を満たす″,ν,zcN。が存在するかを調べる。
例 4.6.1と同様にユークリッドの互除法を用いて
9α
′≡1(mod 10)
loび≡1(mOd 9)
11ど′≡1(mOd 90)(1≦ど′<9o)
を満たすα′,b′,c″を求めると,α′=9,b′=1,ご′=41を得る。
よって
{写}+{ギ}={上たデ些}十{ユギf生}
5   9=5+lo
131
90
を得る。一方
となる.したがって
,
{写}+{ギ}=嘉+1
となるので,(4.46)式を満たす″,ν,z∈N。が存在する.
ここでさらに9α″≡1(mod l10)(1≦α″<bC),10b″≡1(mOd 99)(1≦
b″<αc)を満たす自然数 α″,b″を求めると
α″==49, b″==10
を得る。よって,定理 4.5.2より
″=写議ν=写議～宇 鋤
?．
〓 ??
??．
???
??
?
〓
?
?
??
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が得 られる。実際,“=4,ν=1,z=5のとき,
:+島+岳=1-び更詰更面
となることが計算で確かめられる。
例4.6.2ではα=9,b=10,c=11といった連続した3つの自然数につ
い ■⊂
:+;+:=1-轟     解・4つ
となる非負整数 ″,υ,zの存在を示した。これはα,b,cが連続する3つの自
然数のとき常に存在するのであろうか。今回の結果の定理 4.5.2が適用で
きるように,互いに素な連続する3つの自然数 α,b,cについて調べよう.
まず (4.47)式の解が存在することを示す。そのためにα′=2た-1,び=
1,c/7=2た2_2た+1とすればα″≡1(mOd b),bび≡1(mod α),Cσ′≡1
(mOd αb),1≦ご′≦αbとなることを示そう。α′,びに関して
αα′=(2た-1)(2た-1)
≡2た(2た-1-1)+1(mOd 2た)
≡1(mod 2ん)
bb′=2た×1
≡ (2た-1)+1(mod 2た-1)
≡1(mod 2た-1)
を得る.よってαα′≡1(mOd b),bび≡1(mOd α)である。次に♂に関し
て,た≧2より
ど′=2た2_2た+1
=た2+(た_1)2≧1
かつ
♂―αb=(2た2_2た+1)-2た( た-1)
=―(2た2_1)<0
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である.よって,1≦ご′<αbを満たす。さらに
cど
′=(2た+1)(2た2_2た+1)
≡ (2た+1)(2た(た-1)+1)(mOd 2た(2た-1))
≡2た(2た(た-1)+1+(た-1))+1(mod 2た(2た-1))
≡2た((た-1)(2た+1)+1)+1(mod 2た(2た-1))
≡ 2た(2た-1)た+1 (mod 2た(2た-1))
≡1(mod 2た(2た-1))
となるので,cご′≡1(mOd αb),1≦ご′≦αbである.
よって
{写}+{ギ}={型甥畿詳}+{2生堅等型生旦}
={豊生三」ギ雲子生土止}+{             }
={モ舅篭島言}+{ら÷}
={型生lttl当「・ユ}+{写}
=2た-1+1~嘉=1+御
C″=1+扇
を得る。したがって(4.47)式の解は任意の自然数 たについて存在するとい
える。
実際,各たに対 して (4.47)式の解を求めることもできる。そのために
α〃=2た2_1,b′′=2たとおくと,
αα″≡1(mod bC)
bび′≡1(mOd cα)
となることを示す。た≧2より1≦2た2_1=α″であり,かつ
α″一bc=(2た2_1)_2た(2た+1)
=-2た2_2た-1
=_た2_(た+1)2<0
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である.よって 1≦α″<bCを満たす。また,1≦2た=b″であ り,かつ
b′
′―αc=2た一(2た-1)(2ん+1)
=-4た2+2た+1
=―(2た-1)2_2(た-1)
<0
である。よって 1≦b″<αCを満たす.さらに
αα′=(2た-1)(2た2_1)
≡2た(2た
2_1)_2た2+1(mOd 2た
(2た+1))
≡2た(2た
2_た_1)+1(mod 2た
(2た+1))
≡2た(2た+1)(た-1)+1(mod 2た(2た+1))
≡1(mod 2た(2ん+1))
bb′
′=(2ん)2
≡ (2た-1)(2た+1)+1(mod(2た-1)( た+1))
≡1(mOd(2た-1)(2た+1))
となる。よって,(4.47)式の解は
αα
″-1
″= bc
(2た-1)(2た_1)_1
2た(2ん+1)
2た(2た
2_1_た
)
2た(2た+1)
2た(2た+1)(た-1)
2た(2た+1)
=た-1
ろろ′-1
ν=
αε
(2た)2_1
(2た-1)(2た+1)
=1
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cυ′-1Z==   
αb
_(2た+1)(2た2_2た+1)-1
2た(2た-1)
(2た+1)(2た(た-1)+1)-1
2た(2た-1)
2た(た-1)(2た+1)+2た
2た(2た-1)
2た(2た
2_た_1+1)
2た(2た-1)
2た(2た-1)た
2た(2た-1)
=た
となり,(4.47)式の解を具体的に求めることができた .
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おわりに
本研究を進めるにあたり,ゼミや授業等で2年間ご指導して下さった,
指導教員の濱中裕明教授に心から感謝申し上げます。理解の遅い私が納得
できるよう,毎回,丁寧に噛み砕いて教えて下さったことを本当に感謝し
ています。本研究にとどまらず,教員になってからの心構えや,教材研究 ,
教材作 りの仕方もお話して下さり,非常に勉強になりました。濱中先生か
ら学んだことを教員になってから生徒に還元したいと思います。
また,本論文をご精読頂きご意見賜 りました小池敏司教授,小川聖雄准
教授をはじめ,授業でお世話になった数学教室の先生方に感謝申し上げま
す.先生方のおかげで数学の知識をより深めることができ,修士論文も最
良のものに仕上げることができました。常に気さくにお声をかけていた
だいたことにも感謝申し上げます。
先輩,同輩,後輩の皆様にも感謝申し上げます.学校現場でのお話は,現
場に出たことのない私にとっては非常に貴重であり,興味深く,教員にな
るという意思をよリー 層強くさせました。また,現職教員の方に限らず,教
員としてどう在るべきかなどについて熱く語り合えたことも,大学院生活
の大切な思い出となりました.
そして,このような学びの場を提供して下さり,入学を許可して下さっ
た兵庫教育大学大学院の職員,教員,関係者の方々と,大学院説明会で兵庫
教育大学を受験するきっかけを与えて下さった松山廣先生にも深く感謝
申し上げます。
最後に,故郷である栃木県から遠く離れた兵庫県の大学院に進学するこ
とを容認し,私の進路を応援し,支え続けてくれた家族に心より感謝申し
上げます。
平成26年12月22日
安納 秀佳
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